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用 定向 灯 破 筑 声 之 堆积 形状 及 高 度 


中 国 科学 院 数 学 研究 所 第 一 室 第 一 粗 


1. 引 盏 ”用 定向 爆破 贷 南 这 个 新 的 技术 是 苏联 所 首创 ， 据 工程 技术 界 同志 去 , 泡 的 
优点 有 三 : 节省 劳动 力 、 原 材料 和 时 间 。 在 我 国 目前 正大 修 水 利 , 同 时 双 普 台 的 感到 劳动 
力 与 原材料 不 足 的 情况 下 ,已 开始 尝试 并 到 渐 更 多 的 应 用 这 个 新 的 技术 。 但 是 ,就 我 们 所 
知 ， 现 在 还 没有 关于 预先 计算 定向 爆破 后 所 形成 的 均 的 形状 和 堆积 高 度 的 理论 公式 或 经 
验 公 式 ,而 这 对 于 卦 是 否 能 达到 娲 计 的 要 求 是 十 分 重要 的 。 本 娘 是 作为 一 个 尝试 ,从 数学 
上 探求 堆积 理 玲 ， 同 时 根据 这 理论 来 努力 寻求 简化 和 近似 的 公式 ， 以 便于 工程 方面 的 应 
用 。 为 此 两 目的 ,本 文 一 方面 在 使 用 工程 上 的 术 诅 时 , 尽 可 能 加 以 说 明 以 万 便 不 熟 蕊 爆破 
工程 的 数学 工作 者 阅 苇 后 答 以 评论 ; 另 一 方面 , 我 们 尽 可 能 提出 简化 的 方案 ,使 工程 界 的 
司 志 , 不 必 为 人 至 面 理解 本 妇 的 推理 而 准备 更 多 的 数学 知识 ,而 可 根据 简化 了 的 公式 去 和 实 
际 的 经 验 比 较 , 看 是 否 有 实用 的 价值 ， 

本 文 的 中 心思 想 是 应 用 数学 的 映照 概念 于 爆破 时 土石 的 抛 乞 。 由 于 每 一 抛 出 的 土 志 
或 石头 必须 落 在 某 一 地 点 ,于 是 在 爆破 漏斗 与 堆积 区 域 之 间 便 形成 一 个 单 值 的 映照 ,这 样 
就 有 可 能 用 数学 方法 处 理 这 个 问题 了 . 

2、 堆积 理论 ” 匾 在 一 伴 坡 的 十 (或 石 ) 层 下 面 , 埋 冒 一 个 以 0 点 为 中 心 的 炸药 包 . 介 
室 ( 装 置 炸 殉 的 洞 ) 假 定 是 球形 的 ,其 牢 径 为 Ro, 旭 炸 旨 爆 炸 后 把 土石 椰 出 ,在 匀 坡 上 形成 
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一 洞 实 , 称 为 爆破 漏斗 。 在 一 般 的 爆破 工程 上 , 是 假定 此 漏斗 为 一 个 雏形 (参阅 [1]) ， 印 


以 0 为 顶点 的 圆锥 体 , 而 根据 我 国 爆破 的 和 经验, 在 宪 坡 上 爆 人 破 所 成 之 漏斗 不 一 定 是 圆锥 ， 
1 











2 数 学 学 报 9 沧 





但 仍 假定 是 一 以 0 为 项 点 的 直线 雏 体 (参半 [2]), 本文 是 根据 后 一 个 假定 . 
由 爆破 漏斗 顶点 至 底部 曲面 的 最 短 距 离 的 线段 叫 最 小 阻力 线 (或 抵抗 线 ) ， 此 距离 之 
长 度 汶 为 w， 
在 爆破 漏斗 内 的 一 个 质点 邮 , 炸 爆 炸 所 传 葵 它 的 能 量 使 它 以 某 一 初速 v(CM) 沿 着 
某 一 抛 邱 轨 道 向 一 水 平面 落下 ,在 这 些 质 点 所 堆积 成 的 区 域 中 的 一 点 M'。 这 样 在 爆破 漏 
斗 与 堆积 区 域 之 问 形 成 一 个 单 值 的 映照 .如果 我 们 选 定 一 坐标 系 , 并 坑 W 与 Mf' 的 坐标 
分 别 为 (2 y， 人 与 (人 2 锣 , 2 )， 则 此 映照 关系 可 写 为 
2 = Z，%，2)， 
9 一 9(2，%，2)， 《TI ) 
2 一 九 (Z，2，2) ， 

, 9, 帮 是 在 爆破 漏斗 中 定义 的 单 值 丁 数 ， 

首先 我 们 咯 去 空气 阻力 不 计 , 则 由 普通 物理 学 知 , 抛 邱 的 轨 踊 是 一 平面 的 抛物 线 , 此 
抛物 线 与 初速 v 及 OHf 与 水 平面 所 成 之 角 有 关 , 

值得 注意 者 ,有 映 照 (1 ) 之 赣 映 照 并 非 单 值 的 ,因为 名 知 若 初速 一 定时 ， 可 以 有 两 不 同 
的 出 射 角 , 使 得 质点 抛 闻 至 同一 距离 ,因此 抛 扼 漏 斗 可 能 有 两 个 不 同 点 对 应 为 同一 堆积 区 
域 中 的 一 点 ,为 了 避 铝 此 情况 ,我 们 把 爆破 漏斗 分 为 两 个 区 域 9 与 2 如 下 :在 爆破 漏斗 
底部 曲面 上 , 抛 捕 至 最 远 距 离 的 点 成 一 曲面 上 的 曲线 1, 在 ! 上 每 一 点 与 O 点 联 线 把 爆破 
漏斗 分 为 两 部 分 乡 与 2 ,而 分 别 研 究 之 。 由 于 爆破 时 土石 块 抛 出 之 初速 仅 与 O 点 至 底 
部 曲面 之 点 的 长 度 有 关 ( 参 关 [3] ) ， 因 此 可 假 坑 在 过 O 点 的 同一 直线 上 的 质点 些 具 有 同 
一 的 初速 , 工 且 在 离开 爆破 漏斗 后 才 治 抛 捕 轨 道 下 落 ,这 样 每 一 区 域 9 或 2 的 点 , 分 别 
考虑 其 对 应 之 堆积 区 域 乡 与 91 时 ,对 应 关系 是 一 一 的 . 

我 们 先 考 虑 乡 与 9 乡 ' 的 对 应 关系 。 为 了 便于 数学 上 考虑 ,我 们 假定 9 与 乡 ! 的 质点 
分 布 肯 是 过 和 纺 的 ,者 且 映照 的 本 数 (1) 有 一 级 的 过 和 纺 仿 微分 ， 

如 果 我 们 把 (1 ) 中 的 画 数 都 求 出 来 ， 则 问题 就 解决 了 。 因 为 从 这 些 已 知 的 夯 数 关系 
完全 可 以 确定 乡 ' 的 形状 及 高 度 。 为 此 我 们 选择 如 下 的 两 坐标 系 : 以 0 为 原点 ，Oxy 平 
面 焉 行 于 水 平面 ， 而 Ovz 平面 过 最 小 阻力 线 w 的 右手 直角 坐标 系 Oxzyz; 先 假定 土石 志 和 被 
抛 落 于 一 平面 上 ,在 此 平面 取 原 点 0O' 在 02 轴 的 直线 上 ( 融 O0'= AS) ， 取 坐标 系 Oiz'y'z' 之 
各 轴 与 Ooy2 之 各 轴 同 向平 行 

先 略 去 乡 ' 域 可 能 的 空 际 奉 不 计 , 在 9 乡 域 抛 出 的 每 块 土石 之 体积 应 等 于 搬 在 9 域 的 
此 土石 块 的 体积 ,因此 必须 

dxw dy dz 一 ac'do'adz 
另 一 方面 ,由 普通 数学 分 析 可 知 , 在 变换 (1 ) 下 ,相应 的 体积 元 素 有 关系 


2 0(Z"， 4 ,2 ) 
ad aqo az 准 全 Go do az， 


此 处 - 世 0 2 全 代表 Jacobian。 两 式 比较 得 出 微分 方程 











(ZW ，2) _1 (2) 
9Z， 02) 
由 于 点 的 抛 邱 轨 踊 与 OM 和 水 平面 所 成 之 角 有 关 , 并 且 此 雪 跻 在 过 02 与 ON 的 
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在 面 上 ,因此 ,把 坐标 Ozyz 改 为 球 坐标 书 ,， 2，9 : 
X 一 及 sin p cog0， = 及 sin p sin0，2 一 尽 cos 0 ; 
而 O'z'yi2' 改 为 柱 坐 标 7，0， 2 
2 一 六 c080， 甸 = 让 SnO0，Y 多 一 2 
最 方便 . 
蔽 爆破 漏斗 底部 的 曲面 为 
尼 一 X(0，02)， 《3 ) 
则 由 于 假定 了 治 OM 直线 上 的 质点 此 沿 同一 的 抛物 线 轨 迹 上 移动 ， 因 此 映照 关系 ( 工 ) 可 
以 对 新 的 坐标 号 为 
0 一 0， 
包 一 刀 ( 六 0， 0) 一 
一 8 十 X(0，9)co8g 十 cot 9 [7 一 XO，9)sin 9] 一 (1) 





号 9 和 
5050T JS5D [一 X(0，2)sin V] ， 
7 一 人 有, 0 2)， 
其 中 7 看 作 羽 ,0，y9 的 未 知 男 数 ， 
以 
(oz) DO 2) 9 02) 9， 0，0D) 


DZ， 02) or 0， 2 ) 0( 卫 ， 0， 0) OZ 2Z ) 





及 





OO ， 2 ， 2 ) 一 》 0(O， 2， 2 ) 一 及 2 


BE 





代入 (2 ) 得 
Dr 0 gr 02 


八 5 3 57 3 





)=- 正 sm9. (2) 
由 于 

2 Ba ar ax _ ah 2 .ar 

ap 3 arap 5R 5R ar 3R 


及 夯 数 不 明显 包含 R， 邹 -5 让 -一 0， 故 (2)) 化 为 一 阶 线 性 偏 微分 方程 








r 吉 - -一 Rsin g。 (2) 
由 (I) 之 第 二 式 知 
-2 一 6 十 jr 十 ora， 
20 
其 中 
sc(0, 20)= 一 9 .9 和 OH) 





99 20 (0 9) 


人 ， 9XN(CO，g) 
人 0y [eotw+ 2o2(0， 2D)sin 0 |， 








nl Au 二 了 
0 [二 0 
以 之 代入 (2") 对 五 积分 之 得 
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二 oa(g， 9)r2 十 二 3，9)ra 十 工 o(g， p) 关 = 寺 Rasing 二 (gg)， (4) 


其 中 瑟 是 0 与 p 的 任意 夯 数 ， 它 可 以 由 边界 条 件 确 定之 ， 因 为 爆破 漏斗 底部 的 点 要 对 应 
位 于 水 平面 O'z'y% 上 之 点 ， 即 当 玉 =X(2， 28) 时 ，7 一 ”ro， 此 处 re 是 此 点 彼 抛 扼 的 距离 ， 
由 普通 力学 易 知 


ro 一 X(O，02) Sin 9 十 本 s gj ecose 上 + 可 c08 9Y 十 29[s 十 Z(O，1 ) co0s 可 | (5 ) 





因此 
G(g, 9g) = 一 吉 Xa(g， 9)sing 十 喜 a(0，9)r3 十 村 8(9，9)r3(0，p) 十 


+ 工 CO 0p)7a0O 2D)。 《6 ) 
故 (4 ) 式 为 


ke 


训 4(0， p) [72 一 "0(0， 9)] 十 训 2(0， 2p) [73 一 (0O，2)] 十 


十 于 o(g， p) [一 "0(0， J)] = 于 [Ba 一 za(g， p)]sin 0p， 表 基 


对 变数 p 与 了 来 说 这 是 一 代数 体 画 数 。 从 此 方程 中 解 出 7， 则 上 轴 照 关系 由 ( 值 ) 完全 地 确 
定 。 问 题 在 理论 上 是 解决 了 .因为 区 域 9' 之 形状 在 取 定 7 为 一 正 值 的 分 支 以 后 , 由 这 个 
已 知 的 映照 唯一 地 确定 。 而 对 一 个 断面 0=const.，9' 的 在 沿 Or 轴 距 离 0 点 7 处 的 高 
度 就 是 
囊 (7) 一 SapAC， 0，92)。 《8 ) 
若 以 同样 的 方法 处 理 91 域 ,同样 可 得 91 的 高 度 
ar) 一 sup 各 (7，2， 9)。 


更 若 当 地 形 不 是 平面 Oz 2z ， 而 是 一 曲面 
2 一 瓦 or， 0) 
时 , 则 寺 的 堆积 高 度 在 0= 常 数 的 断面 上 与 O 点 的 距离 7 处 可 以 近似 的 识 ; 
2 7) 一 五 十 瑟 十 五 :， (9 ) 
然而 在 实际 使 用 时 求 4 8 ) 式 的 高 界 sop hr 0 92) 并 不 方便 ， 因 此 我 们 在 这 里 进 一 


步 讨 论 在 0=const. 断面 上 堆积 高 度 的 曲线 之 大 致 形状 . 
误 乡 域 在 0=const. 断面 为 一 平面 区 域 CDZP (〈 见 图 1)。 根 据 我 们 的 推理 过 程 ， 
ODP 区 域 应 拓扑 的 映 为 乡 ' 域 在 同一 0 断面 的 平面 
域 忆 五 OO 应 用 一 熟知 的 拓扑 定理 ,边界 点 应 肌 为 边 
界 点 ,在 也 刀 弧 上 的 边界 点 ， 按 我 们 规定 的 条 件 是 一 一 
地 了 映 为 O'z'y' 平面 上 的 直线 段 忆 五 , 而 乡 域 断面 的 另 
外 的 边界 是 线段 
OD: 09=0o 一 常数 ; 五 1: 92 一 Di 一 常数 ， 
及 圆 弧 FO: 玉 =Ro。 因 此 我 们 可 以 不 必 求 几 r，0，2) 
图 2 的 高 界 , 而 可 确定 堆积 高 度 的 大 和 致 形状 。 首先 吨 及 对 应 
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为 直线 段 也 玖 ,CD 对 应 的 曲线 即 在 ( 侍 ) 第 二 式 中 以 2%= po 代入 , 故 对 应 的 曲线 即 一 抛物 
线段 CO.D' (参阅 图 27。 同样 五 有 对 应 之 曲线 亦 为 一 抛物 线段 五 了 ， 至 于 ZC 所 对 应 之 
线段 , 邹 以 玉 =Ro 代入 (7) 解 出 7 代入 jir 0 9)， 以 9 作为 参数 而 得 , 邹 
2 一 用 [站 (R 0， 2) ， 0， 0]， | (10) 
一 个 ( 玉 0， 0， 2) 。 
然而 对 每 一 已 与 的 pg,， 要 在 四 次 代数 方程 (7 ) 中 求 一 正 实 根 , 在 应 用 时 仍 不 够 方便 
因 之 我 们 根据 以 上 曲线 形状 的 考虑 ,下 面 将 建 访 一 个 近似 方法 . 
在 建议 之 前 ,我 们 先 更 进一步 考虑 到 更 多 的 物理 现象 ,以 使 理论 更 接近 实际 一 些 。 据 
一 些 爆 破 较 有 轻 验 的 专家 意见 ,爆破 漏斗 的 芙 实情 况 并 非 如 书本 总 


上 所 假定 , 作 直 线 雏 体 ,而 爆破 时 土石 块 飞 出 漏斗 时 的 角度 , 才 不 
是 沿 着 爆破 漏斗 顶点 的 各 射线 方向 ,而 比 这 角度 较 小 . 我 们 合 建 ZNN 
议 北 京 坟 察 坝 计 院 的 同志 ,以 抛物 线 的 迫近 代替 直线 的 迫近 爆破 1 

漏斗 的 形状 ,而 以 抛物 线 的 切线 方向 代替 边界 的 射线 抛 出 角 . 我 1 
们 是 缺乏 实际 经 验 的 ， 只 是 从 数学 上 考虑 到 抛物 线 为 二 次 锯 近 ， 图 3 

通常 比 直 和 线 的 一 次 迫近 为 近似 。 考虑 到 这 些 , 我 们 以 *, 9, z" 的 柱 坐 标 代替 从 前 的 柱 坐 
标 7，0, 2 ， 而 变换 关系 为 


人  、 | 
， ( )， os 了 








节 上 + 人 ( 瑟 一 0)， 可 <0<m 








2 2 
2 一 8 十 VOD)cosp 十 tany(p) (一 0(0O， 0)sin op) 一 (1) 
攻 2 -人 和 
2025(0， 0)o085 炒 (0 必 一 ZAO 0)sinp)”， 
六 一 个 ( 尼 ，0，0)， j 
其 中 
Jp) 一 + 和 (到 一 6 一 9 )， 《12) 


8 是 最 小 阻力 线 与 Ozx 轴 所 成 之 角 , 7 仍然 适合 (7 ) 式 ,不 过 ! 与 要 改 为 


O 9X (0， O) 
8- 亲 [anyp)+-D2) EST |， 





2 

57 3200, 9)co8y(D) 
和 是 一 修正 参数 (0 一 和 < 刀 。 这 修正 参数 的 意义 是 豚 明 出 射 角 按 比例 的 短小 . 如 是 堆积 高 
记 应 比 上 面 所 计算 的 大 交 倍 。 实 际 情况 是 否 按 比 例 营 小 , 信 得 实 验 确定 , 这 仅 是 第 一 次 
近似 而 已 ,现在 从 无 丙 料 可 参考 。 即 使 实际 情况 不 如 此 , 治 这 个 理 葛 的 思想 路 线 , 不 难得 
出 修正 公式 . 

8. 方便 于 工程 上 应 用 的 近 仪 公式 之 探讨 ”从 上 节理 论 中 ，9' 域 的 6=eonst， 断面 

的 边界 瑟 7" 与 C,D' 是 抛物 线段 所 介 发 ,现在 我 们 作 如 下 近似 的 建议 


CC 一 














图 4 


避 在 2 一 onst. 爆破 漏斗 的 断面 为 0 44:…4xy， 4 人 点 为 在 此 断面 上 抛 邱 至 最 
远 距 离 之 边界 点 . 我 们 假定 断面 044:…'4x 上 的 质点 爆破 后 是 均匀 地 散布 在 一 平面 区 域 
乡 " 中 , 然后 垂直 下 降 堆 成 坊 体 。 此 区 域 由 这 样 的 曲线 组 成 , 4" 点 的 抛物 线 轨 中 (C)， 人 4 
点 的 抛物 线 轨 中 (Ca)， 以 及 在 44:…4w 上 边界 曲线 的 点 的 抛 扼 轨 中 族 之 最 高 点 。 此 外 ， 
由 “ 轴 与 直线 Or 组 成 ( 见 图 4) 。 

为 简便 让 ,发 治 过 C 线段 上 的 质点 的 抛 出 轨 踊 背 沿 一 从 0O 出 发 的 抛物 线 , 其 出 射 角 
为 此 线段 与 Or 轴 所 成 之 角 峭 ， 印 


0 9 2 “ 
17 OO 





过 这 些 抛物 线 最 高 点 的 曲 禾 为 (由 -32 =0 解 出 站 ) 


02(0, 0)sinycos 山 
9》 


人 (14) 


.2 | 
:0 ga 由 ， ph(S -8-9) 


信 








现在 0 角 增 加 40, 因 之 在 0 与 0+40 两 平面 间 所 来 之 爆破 漏斗 的 体积 为 
矿 (0=40 ||rwre 


乡 


此 处 纺 郎平 面 域 04.4;…4*。 同样 土石 方 抛 出 在 此 两 平面 间 对 应 的 体积 为 (考虑 及 抛 出 
角 的 收缩) 
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Jr*(O) -40|| rdyr dz， 
| 


1 CI QZ 





人 
NO) 一 lim 一 一 二 。 一 二 
0 六 QI dz 








由 于 假定 抛 出 的 物质 垂直 下 降 而 堆积 成 均 , 才 假定 此 专 之 体积 与 爆破 漏斗 相等 ,故此 
声 在 0=const. 断面 之 高 度 为 
万 (0) 一 810 (2 一 22)， (15) 
其 中 为 =2(r, 9)， 代 表 曲 线 SS SuQ 之 高 度 , = 罗 (r, 0) 代表 曲线 OUcx) PQ 之 高 度 。 
若 更 考虑 及 地 形 曲面 在 0= eonst. 的 断面 之 高 度 
2 一 五 o(r， 0) ， 
则 在 40=eonst. 断面 , 寺 的 堆积 高 度 曲线 为 
3 0) 一 五 or 0) 十 五 0)。 《16) 
最 后 ,我们 建议 如 何 计算 人 人 ) ， 即 计算 积分 


了 = | 1 dy dz 
7- 中 7 坟 
民 

发 04;，…,，O4x 攻 直 和 线 之 方程 分 别 为 = 1，…，92 = 。 由 于 在 实际 中 , 爆破 漏 
斗 断 面 底部 曲线 44:，…, 4x 系 由 测量 得 出 ， 即 仅 得 点 4， 4a，…， 4x 的 坐标 ， 而 441， 
414。, … 通 常 假定 是 直线 段 。 由 0 点 至 4:,，…，4x 点 之 距离 分 别 为 Zi, …， 2r 。 我 们 过 
4 …，4x, 作 与 0z 轴 在 行 之 直线 交 Or 于 41…， 4x 点 ,并 届 8Sai， SS， …，Sn_1S， 为 
对 应 于 44:,，…， 4n-i4w 线段 上 质点 抛 出 轨 踊 之 最 高 点 。 过 Si，…， wm 作 平 行 Or 轴 的 
直线 交 0> 轴 于 Si， .…， SS 点 。 又 过 Sw 点 作 0z 轴 之 平行 线 交 Or 轴 于 了 , 旭 


二 | F 蒜 厅 oo | Er | 5 


44410 1 0O2374X 


区 


SSaS4 SiSaS2S1 Sm-iSmSmSm-a AmeO7T DPCCK) 





易 知 


Tisingk 六 cot OK 全 WA 0 
| Jr dz=| rdr| dz 一 了 oot JKOk SI YX 一 -3 008 Ji sin2 Dj ， 
0 0 
04x4k 
72(O，Vm)Sin 尔 (Oo )cos 岁 C(Doe) D2(C9, Oowms)sin2 WOm) 


| mc al2 一 | 1 Cr | CQ2z 一 


0 0 
SeTOSA 








工 _o4(O，pm)sin2 由 (pwn)cos2 由 (Pun) ，02(O，pm) sin2 册 (pn) 
2 久 29 








=- 本 ob， po)sinty(yojeos'y(yo)， 
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Va(8, mn)sin 2ywCowm) 9rs 

















tan VCpom ) .9 一 -一 一 一 一 一 一 
7 203(056, pm ycoss Yom》 
| rdrdz=| rdr| qz 一 
V2(8, om)sin 2w(p) 0 
SOT 20 
mm (中 Jan)sin 男 (Pom)cos2(Pnm) 
3 》 是 
240 
同样 
7 一 (0，Jk)sin 风 (Jk)cos 贱 ( 人 9 。 
OPCON) 9 
Ty-1 COS 1f_1 一 DA COS 9 二 0-1COS p_i 一 0 C03 0 
2ysin Vi 党 mr- sin nr Sin 和 cea ( 5 rE= 5 2 sj 吕 ) 
| rdrdz=| J Cl qz 一 
24-1Sin Vi-l J mn 
退 i-144141 1 


1100 人 CO8 
= --1c0894-1 一 和 00894 | 2 (osin2gi 一 硼 -jisinsgi_i) (cosgpl 一 sin pi) 十 











Wi_liSimn Di_1 一 0iSinoOi L 之 
十 豆 (zz sin3 DO 一 03_1 Sin3 pi) |， 4 一 工 ……， 胡 ) 
WO 
1 7 
了 rardz=| 24 可 
1 pi 8 04 2 
= 于 ||. sd tany(p) 十 | 2 tan yp)dr |= 
J 9i-1 9f-1 
了 1 9 和 攻 。 pe | 9 -村 ， 
=- 玉 [|，raetan yp)+ 襄 mtany(o)| 一 末 | ”raatany(p)] 
工 3 | 家 人 本 3 O 2 以 
= 也 六 (0 9)tan 由 lg)| 一 百 |， 六 (Op)sec* 几 (9)99。 
在 上 面 的 积分 中 ,直线 4-14, 在 20O7 平面 之 方程 , 易 知 为 
2 一 Qiy 十 bi 9 
其 中 
0i-1C03 Di-1 一 0i CO0S 00; 
01-1 Sin OO1-1 一 人 Sn 0; 
E 本 人 -1C083 Di-1 一 0iC08S 0; 
1) -1Simn Di-1 一 0iSDmD Oi “ 
化 为 球 坐 标 方 程 , 显 为 
外 ca 机 其 中 sin pb= 一 二 2 








VI+azeos(B 一 9) ， VI+w 
根据 有 些 爆破 理论 (例如 [3]), 在 4 -:4, 上 之 质点 的 抛 郊 初速 度 为 u= - 芒 ， 其 中 4 为 党 
数 ， 而 wa 可 为 避 ， 2 或 3 


若 取 a=， 则 = 


3 
4(1 十 c3)E 
3 


各 吧 cos5(B, 一 D)， 





DZ 
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以 之 代入 (17)， 轻 一 些 计算 后 可 得 





9 
有 1 3 汪汪 人 2 4 ( 工 十 c2) 邓 
yy dz 一 [ ra(O 2)tan 炎 (O) 四 5 X 


去 cs cos[2 册 十 (9 一 2n) (8 一 0)] | 9 cos[2 一 (9 一 2n) (8B 一 0)] _ 














120 2 和 十 (9 一 20n) 2 一 (9 一 21) 
_ cos[4 十 (9 一 2n) (一 六)] cos[4y 一 (9 一 2n0) 0B 一 0)] 修 
4 人 十 (9 一 21) 4 一 (9 一 21) TO 
(一 二 ， ml ) 。 


4. 后 记 爆破 的 物理 现象 其 为 复杂 ,特别 是 定向 爆破 筑 塌 的 详 租 资料 在 世界 范围 内 
公开 发 表 的 还 是 军 有 , 因此 本 文 企图 用 数学 方法 处 理 这 问题 ， 而 我 们 又 没有 实际 的 经 验 ， 
确实 是 一 个 大 胆 的 尝试 ,其 中 缺点 当然 会 很 多 ,希望 有 关 方 面 阅 著 后 提出 宝贵 的 批评 和 意 
见 。 

由 于 一 般 的 爆破 理论 本 身 还 没有 完备 ,例如 爆破 时 土石 块 抛 出 之 初速 ,各 种 经 验 公 式 
参数 的 精确 数值 还 不 能 稳 对 的 肯定 等 ,这 都 会 影响 本 文 的 辣 果 ,只 有 在 实践 中 不 断 的 核对 
校正 堆积 理 花 , 才 会 日 玩 于 完善 而 达到 实用 的 阶段 ,同时 会 反 过 来 对 一 些 参 数 的 确定 有 所 
侣 丛 ， 
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关于 有 界 息 量 的 Mikusiftski 定理 


A. PEECZYKASEI (波兰 ) 


Mikusinski 在 [和 中 全 经 证 明 下 面 的 有 界 矩 量 定理 . 
定理 B. ML 蔽 z\b) 是 定义 在 区 间 电 ,， 妇 上 的 可 积 西数 , 若 有 一 常数 1 使 得 


力 
| pa 人 bdt| < 了 1， RE (十 ) 
1I 


则 在 硅 , 引 上 ,2z(b 几乎 处 处 为 雾 

Mikusinaski 在 [5] 中 指出 ,这 定理 可 以 用 来 证 明 Titehmarsh 的 知 积 定理 (convolution 
theorem) ， 定 理 B. M. 的 其 他 应 用 由 Wiodarskic 和 Zellergl 在 求 和 法 理 芥 中 痊 出 . 

这 篇 女 章 的 第 一 部 分 是 从 Weierstrass 的 用 多 项 式 逼 近 连 续 丁 数 定理 的 某 一 推广 来 
导出 定理 B. M.; 在 第 二 部 分 我 们 把 上 述 的 定理 B. M. 及 我 们 的 逼近 定理 翻译 成 涡 夯 分 
析 芳 言 ,并 且 研 究 这 些 定 理 之 间 的 关系 . 

工 _ 定理 工 ， 届 !>1, 对 于 在 民 , ] 上 任 一 满足 z(1) =0 的 过 和 统 夯 数 z( 轨 ， 必 有 一 多 


项 式 义 列 P,(8) = 思 aite 使 得 


lim 卫 , (四 =2tb (在 区 间 [ 革 ,上 一 致 收 伍 )， 《1 ) 
lim 衬 |ol| 0 《2 ) 


以 后 我 们 用 符号 书 , 一 2 表示 ( 忆 ,) 满 足 条 件 (1 ) ， 书 ,全 2 表示 (了 满足 条 件 ( 工 ) 和 
(2 ), 用 CLL, 刀 表 示 在 区 间 [L, ] 上 所 有 过 续 西 数组 成 之 函数 类 , 用 Co[LL, 如 表 示 在 区 
间 [L, 纪 上 所 有 在 如 = 二 处 等 于 0 的 速 绩 数 z(b 组 成 之 本 数 类 . 

补助 定理 任 一 个 属于 Co[1, 2] 的 画 数 可 以 用 属于 Co[Ll, 0] 的 多 项 式 一 臻 逼近 . 

证 ”按照 Weierstrass 定理 ,对 于 每 一 男 数 zE Co[LL, 0]， 有 一 多 项 式 令 列 \o) 使. 
得 也 , 一 2Z。 合 

已 (一 丽 ,(b) 一 厂 ,() ，tE:[， 0 ， mw 王 1， 2，… 

显然 P,(1) =0,， 因 为 lim 丈 , 二 一) 一 0， 故 书 , 一 % 


定理 工 的 策 明 怕 4 表 所 有 属于 Co[l, 缮 本 数 的 集合 ,使 得 存在 属于 Co[Ll, 针 ] 的 且 
满足 条 件 (1 ) 与 (2 ) 的 一 个 多 项 式 叙 列 。 首 先 我 们 注意 , 4 是 线性 的 , 且 在 [L,， 0 上 是 一 
致 收敛 的 于 第 。 事 实 上 若 已 ,二 2，Q, 全 Vy， 和 ,人 是 任意 数 , 则 

入 忆 , 十 Q, 写 和 Z 十 AOV; 


若 化 pn- 也 与 (人 六 ojat 人 mm (mm 一 工 ， 二 2 ) 9 则 可 以 选 一 人 彼 列 忆 20。 这 只 


须 选 出 w 使 得 立 





cts| < 于 《il 2, …) 便 够 了 。 现 在 我 们 定理 的 赴 明 化 为 验算 画 数 


ti 一 IE4。 事 实 上 , 若 已 全 1 一 1, 旭 对 于 1 = 2，…， 大 P, 人 大 (一 革 ) 。 按 照 集 4 的 线性 
10 
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与 Btzout 定理 ,着 涵 每 一 个 在 点 如 = 二 为 雳 的 多 项 式 均 属于 4, 饭 然 4 是 闭 的 ,由 补助 
定理 推 得 4ECo[L1, 0 
为 了 证 明 t 一 IE 4 ,我们 首先 注意 : 


| (1 二)e>=t1 (3)) 


(1 十 B) 和 并 


这 是 由 于 当 ! 一 1>s>0 时 ， lime “ =0， 而 我 们 可 以 选择 下 标 mw， 使 得 当 mw”>wo 时 ， 


(1+e)” 


EC- <TT 了， 因此 对 于 w>no tE [， 站 ， 我 们 得 


_ 1+e _ 8 
| 二 1-| (1-e “)d| -~ | ws<| 5- 击 二 
1 1 工 
站 汪汪 (1+8) 
十 6 ”dsss 十 (0 一 1)e ”过 28. 


J If+s 





在 公式 (3 ) 中 , 我 们 可 以 用 多 项 式 Q.G)= 衬 (- 攻 人 已 - -代替 夯 数 。。 乞 ， 下 标 1 





我 们 可 以 这 样 选 择 , 使 得 sup | 。 Qu,(9) < 二 (=1, 2，…)。 会 














卫 ,(t) 一 |， (一 Qu(s) )qs== 袜 了 ”机 1 仿 (-1 (一 RET。 


容易 确定 书 , 一 一 寺 eevenaail ) 也 满足 条 件 \2 )。 我 们 有 
习 | (- 了 二 1 习 | (- 四 OUT | <2 写 人 2 人 (ce -1). 


饶 然 hn 也 全 t 一 1 证 完 . 


定理 II 发 9(i) 是 区 间 [, 2 上 的 有 界 变 差 夯 数 , gd) =0, 9 ( 轨 在 如 = 工 处 如 续 ， 


”aoG|<at， (mn 一 2，…) (十 十 ) 


那 末 gb =0 在 整个 区 间 [, 人 上 成 立 。 
证 坝 zECo[1, 0], 由 前 定理 ,存在 一 个 多 项 式 依 列 (P) , 它 满 足 条 件 (1) 和 (2 ) 。 
由 (十 十 ) 我 们 得 
| 


za -iim 


<Mlim 冯 oil =0. 

















pb 
态 0og (让 到 


故 对 于 任 一 画 数 *E Co[1, 如 ，| ,=(t)dg(t)=0. 雁 所 周知 m, 达意 涵 9(t) = 常数 ， 
itE l, 缮 ,但 9 在 和 = 工 处 加 缠 , 且 g (1) = 0, 故 对 于 所 有 tE [1, 如，9g (0 = 0， 证 完 ， 
作为 一 个 有 ,我 们 得 到 定理 B. M.， 酸 了 是 [l 妇 上 的 可 积 本 数 , 合 9 的 | “dt 
显然 9 是 有 界 变 差 男 数 , 9(1) = 0, 9 在 如 = 工 处 速 横 , 及 | ,xdg(D) = | ,zz(Ddt。 若 夯 娄 
2 满足 条 件 ( 十 )， 则 9 满足 (十 十 )， 而 由 定理 II, 对 于 ttE [, ] ,9 =0。， 因此 对 几乎 
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所 有 的 GCC [， 20] 》 人 (t) 一 0. 
2. 我 们 证 明了 定理 II 是 定理 工 的 一 个 简单 辕 花 。 相反 ， 从 涡 丁 分 析 的 某 些 普 通 定 
理 , 也 可 以 从 定理 II 推出 定理 工 . 


屋 疏 是 一 个 任意 的 Banach 空间 . 

定义 : 义 列 (z,) ， zsE 习 ， 若 对 任 一 个 互 上 的 非 不 足 道 稳 性 沪 画 六 sup| Fe) 
= 一 co 则 称 急 列 z, 允 发 散 于 无 穷 大 ( 训 为 Zn 一 co). 

定理 III， 为 了 义 列 (z) 能 发 散 于 co, 必须 且 只 须 对 于 任意 s>0, *E 碟 , 有 一 线性 
组 合 axzx 使 得 








人 | <、8， 及 SN [akr| 委 8 ， 
| 川 有 =1 | 有 二 上 
乒 充分 . 识 / 是 上 的 线性 滴 西 ， 使 对 于 任意 s>0, 与 ZE 瑟 ， sup | /onw) | 一 


一 及 < 十 co, 我 们 有 
Lo) | <|7(z- 三 axaxj 





(六 aa 





本 
< 
S 


< 六 wes| + 六 lan1se(7I+aD， 
由 于 e 之 任意 性 , 故 对 于 任意 *E 三 ,7(z) =0, 因此 /=0， 
必要 . 假定 一 > 十 co, 并 假定 反面 , 即 有 一 元 zoE 区 及 s>0, 使 得 对 于 任意 的 线 
性 组 合 立 CQkVx， 本 |ek| 天 s， 不 等 式 >8 成 立 . 误 











包 
0 一 它 CO 


4 


Z=yEX: g= 站 we 袜 |oml<eyn=l 2 


集 和 是 凸 集 ， 对 称 于 CE2z， 且 xzoEz。 于 是 由 了 idelhait 分 离 定理 中 ， 有 一 线性 涡 丁 帮 ， 
使 得 fxzo) =Ti 对 于 zEz，jz) <1。， 饶 然 2 是 对 称 的 。 故 -ZEz， 太 (一 2Z) 拓 1， 因 此 


对 于 ZE2， J (2) 和 [|。 因 为 ZE2 (一 十， 2， …) ， 由 此 得 | co) 入 二 (=d， 2 …) 。 


由 我 们 的 假定 ,可 推出 /= 0, 但 这 和 (zco) =1 关 0 矛盾. 

六 设 是 空间 Co[1L ,2] ,具有 范 数 |z| 一 SUP 1Z (Hb) e 设 mn 一 如 (ti 一 荆 ) (一 十， 2 。 
从 定理 开 立 刻 得 出 w 一 so”2。 于 是 由 定理 III 得 出 , 对 任 一 画 数 zxECo[1, 引 及 任 一 
e>0, 有 一 多 项 式 PG) = 袜 wtz(t 一 了 ， 使 得 袜 |ox|<s 及 sup | 一 zGO|<e， 但 


K=0 


这 只 是 定理 工 的 另 一 表示 . 





1) Orlicz 教授 注 : 这 定理 也 可 以 从 中 定理 2.91 推出 ， 

当 我 们 把 下 面 当 为 已 知 : 在 Cu[l, 2 上 的 任 一 条 性 况 画 可 用 斯 帝 阶 积分 王 (z) 一 | =(t)dg (b) 玫 示 , 其 中 g(T) -~ 
=0, g(f) 在 如 = 工 处 速 杠 , 及 var g(0) < 十 吃 。 这 从 Riesz 定理 , 宅 闻 C[a, 2] 上 楼 性 淮 面 的 一 般 形 式 而 得 出 ， 寡 
考 [2]， 
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ON MIKUSINSKI THEOREM OF BOUNDED MOMENTS 
APECczYNSKI (Poland) 
Mikusinskic has proved the following theorom of bounded moments . 


Theorem 了 . M. Let z( 加 be an integrable foncetion defined in interval [0 
Such that there is a constant JM that 





b 生 
| ez(Ddi| < for 见 一 上 2，.…; (十 ) 
1 


then zt 加 =0 for almost all iCE [1 2] . 

MikusinskiG) showedq that this theorem may be applied to the proof of Titeh- 
marsh"Ss conVolution theorem. Another application of Theorem B. M. was given by 
\Wjiodarskic and Zeller'G) in the theory of summability. 

In the first part of this paper we deduce the Theorem B. M， 人 不 om certain 
generalization of Weierstrass theorem on approximation of continuous fonetion by 
polynomials，In the second part we ““translate” the mentioned above theorem 
B. M. and our approximation theorem on the“fuonetional analysis language” and 
we investipgate the relations between these theorems. 


工 _ Theorem 工 _ Let 0>1，for each continuous fncetion zZ(t) in [0 such 


that ZL(I) = 天 0 there is a sequence of polynomials 己 ,( 旭 = 二 以 克 Such that 
:二 0 


lim 忆 ,( 加 =2( uniformly on [0] ， ( 工 ) 
lim 福 | 只 | 王 0。 《2 ) 


JIn ,the Sequel we Shall write 卫 , 一 2Z 这 the sequenee (也 ,) Satisfies the condition 
(1 ) and 忆 , 全 2 话 the sequencee( 卫 ,) satisfies the conditions( 工 ) and(2 ). The class 
of all continuous foncetions on [1 , 2] and the class of all continuous functiongs 
on [L, 0] vanishing in the point 加 = 工 we shall denote by CE 8，CoL1, 0] 
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TeSpectivVel y. 

Lemma， Each fnetion belonging to Co[1, ] one may uniformly approximate 
by the polynomials which belong to Co[1,， 0] . 

Proof. According to Weierstrass theorem for each foncetion ZECo[1L， pb] there 
js a Sequenee of polynomials ( 歼 ,) Such that 丽 , 人 2 We put 王 ,( 王 玖 ,四 一 不 () 
for tiE [0] ，m=，2，…; obviously 己 ,(1) =0 and 也 ,一 2Z， because lim 玉 ,() = 


= 一 2(T) 一 0. 

Proof of Theorem I. Let 4 denote the set of all fonetion belonging to Co[1|， 
pb] such that there exists a sequence of polynomials belonging to Co[1, ] and satisfy- 
ing' the condition(1) and(2)。 First we Dotice that 4 和 linear and closed set 
with respecet to _ the uniform conVvergence in [ 凡 , ]，JIndeed 这 忆 , 一 2，Q 全 9 and 
和 ,are arbitrary numbers，then 入 P, 十 上 Q, 全 和 MZ 十 HUI 证 on 一 2 and 忆 ( 四 一 


尽 


一 NT onton( 力 一 工 ， 2， …)， then 0ne Imay cehoose 8a Sequence 卫 , ,全 Z.It jgs 


enough to choose an index 和 Such that 信 [ap | < 二 (= 2. …)， Now the 
二 | 


proof of our theorem reducees to thbe verification that the funetion t 一 IE4. JIndeed 让 
忆 , 汪 1 一 革 ， then 厅 己 ,会 大 (1 一 1) for 8 王 工 2，…， 
of the set 4 and Bezout's theorem that each polynomial vanishing in the point 
如 = belongs to 4. Since 4 is closed， according to lemma 4ECo[L,， 0] . 

To prove that ti 一 IE4 we notice at first that 


This impjlies according the linearity 


| (1 )as-t-1 (3) 


_(1+sg)n# 
This followsgs 人 好 om the fact that lime ” =0 for eachb 8 一 1>8s>0 and we 
_ (1 十 8)% 


may choose a jindex mo Such that for 02>mo 6 ”所 -; 


7T. Thus for %>>mo and ftE 
[ 凡 ,0] we obtain 
冯 和 1+e _ sr 蕉 Te 
-1 (1-。 “)d|=| 0 =| ds 十 | c 
1 1 工 工 +8s 
1 工 十 B)# 


一 仁 二 的 一 
<s 十 (0 一 1)e ”入 2e。 


8S# 


Now we may replace in the formula (3 ) the funetion e ” by the polynomiaj 





大 和 1 
Q, (8) = >! (一 1) 本 or the index Hp。we may ehoose in Such 8a Way that 
《= 工 二 

















sup 1 一 Qu 人 s) 二 上 (mu 一 2,，…).， Let us put: 
se[l,b] 人 
P.G=| Gd-Q@C))a= 久 (DCT 一 信 (DC3arrl 
1 1 全 1 li(00 十 1) 三 29i00 十 症 )。 


It js easy to establish that 卫 , 一 上 一 1， We shall Show that the Sequence ( 忆 ,) sat， 
isfies the ceondqition (2 ) also. We have: 
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业 
1 一 1 


Binee lim ( 一切 =0， Pi-1  QED. 


扩 





(-DP3TWUOTIT 1+| 作 -3 <2 马 沁 = 外 61 


219i(02 十 十) 241 作 











Theorem II. Let 9g(t ) be a foncetion of bounded variation on the interval 


民 , 0 vanishing and continuous in the point 如 =T and Such that there exists & 
congstant M，that 





D 
| raw| < 人 (十 十) 
Then 0( 四 =0 on the whole interval[1，0] 

Proof.， Let ZEOC。 [L, 0 According to preceding theorem there exists 8& 


sequence of polynomials ( 己 ,) which satisfies the conditions( 工 ) and(2)， By( 十 十 ) 
We obtain : 





D 
I 


| omwG|=i 各 | Pa 





曲 
<lim Y' 攻 4 
中 大 =0 





7 一 。 < | 册 
| 万 Cg (加 <Mf lim 它 [os| 一 0 。 
D 
Henee | ZX(t 如 dg (加 王 0 for each fonetion ZEOCo[1L, 0。HLt is well knowni that this 
1 


faet imnplies that 0 (办 一 const in half open interval [1L, 0 Sinee 9 is continuous in 
the point 如 =1 and 9%(1) =0，9( 人 =0 for all tE [1 0 。 Q.E.D. 
As a corollary we obtain the Theorem B. M. Let % be integrable fonetion in . 


丰 
[1L, 0 引 .We put 9 人 =| (加 qi. It is clear that 9 has a bounded variation，9(I) =0， 
工 
D D 
1 is continuous in the point 加 =1 and | 厅 Q0 (加 =| t2O (人 dt。Ifthe fonction 2 Sati- 
1 工 


sfies the condition (十 )，then 9 Satisfies (十 十 ) and accorqing tt theorem II 
It 加 =0 for 1E [0。Thus z 人 =0 for almost all tiE [ 峙 0 。 

2 We Showed that Theorem JI is a Simple consequence of Theorem 工 The 
conVerss Day be deduced also. Tt followsgs 他 om certain general theorem of fonetional 


analySis . 

Let 入 be an arbitrary Banach Spae:” 

Definition. The Sequence (Zn) of elsments of 和 ji ealled weakly divergent 
to infinity (we Shall write Zn 一 >co) 这 for each non trivial linear fancetional .over 
各 sap | jz) | 一 ce。 


Theorem III_ The sequenee (w) ii weakly divergent to infinity 这 and only 


包 
让 for each 8s>0 and ZEX there ig a linear combination > qiOi Such that 
K= 工 


| 
Proof.2 Su 位 ciency. Let 矿 be such linear fonctional over 已 that Sup | jz,) | 一 
儿 
1) See e.g.06]. 
2) As notice Prof. Orlicz this theorem may be also deduced from theorem 2.91 of[31 . 


从 

NT 
akOx 一 2 
X= 工 





| 从 
| ss and > |ak| 太 es。 
一 
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一 凡 志 十 cc For every 8s>>0 and ZE 和 we have: 
| Je) | 三 














j (z- 阅 mas) 十 7 axze】 < 
<171|z=- 妆 wm + 衬 loullyolss(7I+a0)。 





站 


As 8 js arbitrary， 丰 (Z) =0 for each ZE 三 ，hence =0. 


Necessity. Suppose that 2 一 ”十 co and Suppose “a contrary” that there are 


an element xzoEX and s>0 Such that 








人 
| 2 一 全 CO >>8 for each linear combina- 
1 


从 儿 
tion >, CO Such that > |ax| 和 8s。 Let 
大 =1 1=1 


Z=jyE: g= 袜 oz 袜 lal<s，w=1, 2 
丰 =1 1=1 


The set 2 is convex and Symmetric OEZ and zoE 和 .Hence according to Eidelhait 
separation theoremom there is a linear fonctional 三 such that jzo) 王 1 jzZ) 一 工 
for ZEG，、8SinceG is symmetrie, 一 ZEG and 六 (一 2) 过 1。Thus | jc)| 入 1 for zEZ 


From here follows that 7(eJ)1< 二 (2 王 ,2，…) because >zEGG = 2，…) 。 


Z 


Hence 他 om our assumnption we infer that 太 =0，but 让 leads to contradiction， 
because 太 (zo) =1 关 0， Q.E.D. 
及 emarkz， Let X be the space Co[1, 0 with the norm jz| = sup |2( 仙 |。Let 
tfE[l,D] 
和 一 如 人 一 上 ) (一 和 2， …)。It follows immedqiately fom 工 beorem JI that 2 一 > 十 cc7)。 
hus according to Theorem III 过 follows that for each function ZEGColl, 2] and 
for each 8s>0 there is a polynomial 己 (b = Qi 丰 (t 一 革 ) Such that 让 lcx|<s and 


sup | 五 一 和 |<sj but 赴 is only the another expression of Theorem I。 
ftE[l,0] 





了) We admit as known that every linear functional ip Co[L1, 2] may be represented by the stieltjes 


D 
integral 三 (Z) 一 | 2(t)d9g( 人 where 9 人 (=0,9 is continuougs in the point 革 and var g 人 (一 十 co、This fol- 


lows from Riesz theorem on general form of linear funcetional over the space C[a, ], See e.g. [2] 
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机 械 振 动 及 特征 值 问 题 


中 国 科学 院 数 学 研究 所 第 一 室 第 五 粗 


.问题 的 来 源 
1 临界 频率 是 一 个 很 重要 的 问题 , 凡 电 机 转动 、 飞 机 螺旋 桨 
的 转动 .船舶 推进 器 的 转动 .横梁 的 振动 .离心 机 械 的 转动 . 纺 绽 的 转动 等 各 种 问题 都 出 现 
相 类 似 的 振动 问题 ,这 类 振动 问题 的 临界 频率 之 计算 是 工程 臣 计 中 的 一 个 重要 疗 题 ,如 果 
工作 频率 接近 于 系统 的 临界 频率 , 则 振动 交 剧 增长 , 使 工作 趋 于 不 正常 ,甚至 引起 机 械 系 
统 本 身 的 损害 ,甚至 可 能 导致 生命 财产 的 重大 损失 . 另 一 方面 ,掌握 了 这 些 频率 的 分 布 规 
律 ,又 可 以 有 把 握 地 提高 机 械 的 运转 速度 ,提高 机 械 的 效率 . 








2 方程 的 推导 
由 一 般 的 材料 力学 可 知 ,机 械 振动 ( 凡 能 化 为 杆 件 系统 横向 振动 者 ) 的 方程 为: 
(7 人 -2 车 贡 ) 一 一 六 -2 全， (1) 
其 中 y(z, 人 表示 在 二 时 4 点 之 振动 幅度 。 
也 为 杨 氏 弹 性 系数 ， 
7 为 横 截 面积 之 转动 惯量 ， 
/ 为 单位 长 度 的 质量 . 
时 y(z， 介 =y(z)sin ot， (2) 
代入 (1 ) 式 , 即 有 : 
(及 7T(o) -区 ) 一 ozw(o)g()。 (3) 


这 个 系统 还 要 受到 边界 条 件 之 狗 东 ,一 般 的 边界 条 件 如 下 ; 

自 由 端 : % "0) =Y (0) =0， 

夹 住 端 : y40)= 思 (0) = 

托 住 端 : %40) = 0) = 

可 滑动 端 : %(0) =%"(0) =0. 
由 于 (3 ) 是 四 阶 方程 ,因此 一 般 要 四 个 边界 条 件 , 即 每 问 有 两 个 边界 条 件 , 在 边界 条 件 痊 
定 以 后 ,方程 朗 完 全 确定 ,为 使 方程 ( 3 ) 有 非 雾 解 ,此 时 w 只 能 取 茶 些 可 能 之 值 , 即 系统 的 


师 界 频率 ， 
3 分 段 线 性 方程 乡 
在 许多 实际 闫 题 中 方程 (3 ) 中 之 瑟 7 (z)NZ) 是 有 阶梯 画 


数 的 性 质 ,例如 图 1; 则 一 /一 二 -2 一 


mm 





当 0< 和 zs 有 卫 (z) = 丽 ，yJ(z) = NO) = 后， 
当 委 ZX 入 0 十 2 时 五 (Z) = 五 *，V CO) = 凡 (Z) 一 Ho2， 图 1 


17 
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， 芝 时 方程 ( 3 ) 变 成 分 段 线性 常 系数 方程 


了 4 
0) (4 ) 
4 一 工 ， 2. 


这 时 需要 注意 的 是 
2)， 久 GZ) ， 瑟 JoZ)% 2) ， 五 VCZ)Y (Z) 
是 连续 的 ,前 两 者 的 过 和 续 性 是 明显 的 ,后 两 者 旭 一 为 弯 垂 ,一 为 切 力 , 故 均 系 连 篇 的 . 
4 分 段 常 效 方程 之 矩阵 解法 








CO 
一 下 6 一 村，2) 。 5 
本 ) (5 ) 
定义 甜 阵 : 
CN EC 一 了 kx EiPKC EC 一 tk 
ZNC 一 了 xx 一 22 全 EPZ 一 分 7 6-iaz 
4(Z,81) == (6 
抱 , 思 72ezxz 术 7 二 万 7 TUetzz 万 7 Re 一 tx 


硬 7 TaACree em 而 .7 TUe 一 oz 一 而 TOTRCLEMZ 《7 一 te 
则 (6 ) 是 方程 ( 3 ) 之 基本 解 组 ， 由 此 可 以 将 图 1 所 示 的 系统 的 初始 值 与 末 值 之 关系 可 以 























甫 为 
4% (十 2) 400) 
人 (1 十 1>) 十 人 (0) 
=4(1 十 1] 2) [4(0 2]-14(1 ,1 [4(0. 1)]-: 7 
尽 。7so1(1 十]2) (la 2 ) [ (0 )] (ia ) [ 《 》 )] 刀 ,.7io(0) ?》 《 ) 
瓦 z>72% (1 十 72) 五 ivV3% (0) 
此 地 
EC 一 工 K2 C 一 工 MZ EC 一 工 kZ EC 一 kx2 
人 
4 4 4 天 4 五 -717 
[4(z,， 四)] 一 一 C 一 谍 z CC 一 txz C 一 txe 一 kz ， 《8 ) 
4 让 47 有 天 
CiTKOZ CiPkZ eiPkr EiTx 
4 人 计 政 4 
即 
有 0 0 0 
0 1 0 0 
-1 二 
[4, [dc, Da- 。 0 1 0|-7 (9) 
0 0 0 工 
《7 ) 式 又 可 写 抱 : 
4 (1 十 1>) 4(0) ， 
4 十 2) 2% (0) 1 
和 0 
盏 7 (1 十 73) (ai) 盏 ;73 (0) 》 《 ) 


为 >7 2 ”十 12) 交 1.73% ”0) 


中 多 
Y 
胡 
屿 
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此 地 oj (JI=1, 2 3, 4) 除 大 含 w 外 均 为 已 知 , 这 是 有 八 个 变数 

ya 十 ja)，W 十 2) ， 五 2 十) 五 十 2) 及 2%00)，y 0)，av7a% 0)， 
瓦 :13 ”(0) 
所 和 组成 的 四 个 线性 齐 次 方程 。 

利用 四 个 边界 条 件 可 以 有 四 个 变数 是 已 知 ， 另 外 四 个 变数 可 由 这 四 个 齐 刀 方程 消去 
之 。 因 此 邹 得 含 wo 之 方程 ,这 便 是 方程 (4 ) 的 特征 值 w 所 应 满足 之 方程 

例如 ,图 工 之 一 端 是 来 佳 的 ,而 另 一 端 是 自由 的 , 亦 朗 

4%(0) = 久 0) =% (十 ja) =y "十 2 一 0， (HL) 

则 (10) 之 最 后 两 个 方程 可 以 写 为 : 

















0 王 ass 歼 1vV731%”" (0) 十 as 有 av 7 (0O) | (12) 
0 一 as 及 1 " (0) 十 ads 五 1 (0) @ 
由 此 即 得 : 
CQ33 C34 -0. (13) 
0C43 Ct44 
这 便 是 所 要 求 的 w 所 满足 的 方程 。 
注意 1 上 述 方 程 (4 ) 如 分 为 勾 段 
2 一 oa - 帮 六 yo) = Tig(a) (4)， 
1 2 .… 当 训 二 w 辣 人 1<o<&h+b… 写 1<o< 立 ! 
则 相应 之 方程 (7 ) 可 以 写成 : 
六 和 
久 0 包 尹 一 用 一 1 
|.Gwala( 中 4( 呈 y 
BTeoi( 人 《= 
ee 
2 人 (0) 
用 一 2 Re 0 
x[4(fn-I| 4 DEL4(0D]- | 7 (7) 


百 1.7ag/ 几 (0) 


因此 (7 ) 可 以 推 到 一 般 . 
注意 2 上述 边 界 条 件 (11) 在 不 同情 形 下 有 所 不 同 , 但 总 的 说 来 , 旭 是 具有 四 个 已 知 
条 件 的 , 故 仍 可 消去 另外 四 个 条 件 . 
例如 一 端 是 夹 住 , 另 一 问 是 托 住 的 , 邹 : 
%(0) = 多 (0) = 十 ja) 一 % (pa 十 ja) 一 0， (7) 


则 (12) 现 取 
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aii 玉 ji73%" (0) 十 os 玫 1V73% (0) =0， | (192); 
0s3j.73107 (0) 十 ass 百 ia0/ (0) 一 0; 
故 (13) 取 
| CQ13 CQ14 
CQ33 CQ34 
之 形 ,这 是 o 所 满足 之 方程 


注意 3， 短 阵 ( 6 ) 是 复数 形式 ,也 可 取 实 数 形式 ,例如 用 
sin TiZ， cos Ti， shJimO， ch 7 


CEkOZ 


EPE = 


代 


一 了 18 OO 一 1 了 1O 
间作 9 、 


求 出 基本 和 托 阵 亦 可 。 

注意 4.， 在? 较 大 时 ,展开 德 阵 显 然 是 很 费力 的 , 但 它 的 好 处 是 有 相同 规律 ,可 以 利 
用 计算 机 来 求解 ,有 关 这 方面 的 问题 ,后 面 还 要 提 和 到. 

5.， 分 段 常 数 方程 之 了 ayleigh-Ritz-Tanepkwn 方法 


用 算 子 
ci2 CQ2 
M- 斋 (7 四 襄 让 
六 一 六 (zZ)， 
则 方程 可 以 化 为 
My 一 2NVY 


之 形式 , 则 由 Rayleigh-Ritz-TaxepKH 方法 ,特征 频率 o?，ow3，… 可 用 下 法 计算 。 
发 y(Z) 满足 边界 条 件 , 并 且 满足 辕 头条 件 ,例如 在 


0 (=1, 3 nn 一 1 | 点 有 


x 写 oo 全 oo 
y( 妆 4-0)=y( 半 1+0)， 


4 一 工 


下 开 
五:_1V7x -1%” 他 1 一 0) 一 Be7xy 袜 1+0)， (4) 
及 


到 -7sag"( 富 40)= 可 Te"( 关 1+0). 
汶 种 西数 称 为 可 容许 画 数 ,其 休 族 用 ， 刀 之 ,又 如 果 


7 


扒 信 (o)o(o)dz 一 0， 
则 称 凡 与 如 对 W 垂直 ,和 表 之 为 图 才 加 。 有 下 述 定理 ， 


Ms 


ai 一 min 一 





， 415:) 


2Ev 1 
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吕 1 
co 一 min -一 入 全 全 (15:) 
9 2 


2Eu 8 


Y 志 加 %Vooar 


此 地 % 者 示 与 wx 相对 应 之 特征 画 数 .现在 具体 求 出 % 是 困难 的 ,但 可 用 下 述 近 似 方 法 . 
在 可 容许 画 数 族 了 中 , 任 选 取 一 线性 无 关子 族 {Fs(c)}》 (选取 后 固定 ) , 作 从 工 到 私 的 
线性 组 合 : 








ut 人) 拓 思 art(o)， (016) 


其 中 wu(t=1，2，…m) 为 革 些 不 人 为 雳 的 待定 常数 ， 对 固定 的 m, 以 族 j 立 aa) 代 
血族 矿 来 考虑 (15) 和 (15)， 有 下 述 定理 


三 rL 
吕 双 


号 k 
241 一 (2) MT rz)ac， 《7) 


~ 1 


nu 一 | JJNPo)aw 





则 方程 
pr 一 - yj | 一 (G， /一 二 村 ， 2， .7 (18) 
的 根 4 wweggiRE 和 人 4， 划 有 


Fr 


权 过 qi， (o)| 给 en | QH4G11041 


.人 =min 一 mi 三 owi 


吕 [ 衬 aro]x[ 衬 ar 二 裤 oom 














t 一 1 


袜 aoms 
省 = 一 min 一 元 二 op 《2 一 2，3) …0) 


| QiQjyi 
这 里 的 要 小 值 对 w 取 , 而 ww 适合 条 件 ， 
汪 00j nu 一 0， 《9 一 二， 2，，… 少 一 十 ) 


PP3 


其 中 (om a2，…af) 是 性 所 对 应 的 特征 向 量 ， 

因而 这 个 近似 方法 可 归 生 如 下 : 在 可 容 放 
画 数 族 中 , 选取 一 线性 无 关 的 子 族 (7i(c)) 引 全 ~eeenn 和 men 
(=1, 2, …m)， 由 下 式 (17) 算 出 mi wh 再 纯 --- 一 7 一 
由 (18) 算出 他， 民 ，…，- 人 3， 以 它们 分 别 作为 弛 
oli oz2，…，0o2 的 近似 值 ， (可 

例 : 妨 有 一 三 段 对称 的 横梁 (如 图 9) , 两 要 
端 均 为 夹 住 , 取 中 点 为 坐标 原点 ; 而 妞 (c) ,ytz)i wo 如下: 











NANANN 

















- 
ss 








rareer ve re 了 -二 
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当 lz| 一 ! 时 ， 瑟 (z) = 孙 ，J(z) = 7，7z) 一 ja 
当 1 一 12| 入 工时 ， 五 (Z) = 一 五:，vV 2Z) 一 2， 人 (2Z) 一 凡 2， 

此 时 ,边界 条 件 就 是 


4( 士 夺 ) = 多 ( 士 1) =0. 
我 们 取 六 (2) 如 下 : 
ww !<|z| 太 1， 
严 (z) = ci-l(ci 十 bz2 十 ci24 十 dzs) ， 172| 入] 
由 (14) ， 也 到 要 和 是 条 作 册子 对 多 可; 放 荆 以 厅 末 刚 个 全 
产 ,4 一 0) = 严 (G 二 0)， 
玉 (--0) = 六 (上 +0)， 
卫 ,7 天 '(1 一 0) = 瑟 :7 产 (十 0) ， 
,J 瑚 " (1 一 0) 王 盏 7: 产 " (1 十 0) 。 


由 此 决定 Qi， Di， c 和 oa 。 例如 
产 ,(o) -也 [4 十 32 一 78 十 (7 一 312)0] 十 于 [一 二 +15P+ (7 一 1519)0]z2 十 





+--[6 一 色 一 (5 一 9 站 0 二- [GE 一 内 (9 一 D]ay， 
瑚 (zw) = 芳 [6( 一 112 二 16516) + (4 二 142 一 15!4)]z 十 
十 工 [9(27 一 35P) 十 35( 一 I 十 下]oz 二 
+ -页 [0(25P 一 对 ) 十 中 代 一 问 ]o 二 了-[(P 一 DG 一 9)]o7， 
F(e) = 于 [6(550 一 52P 十 5) 一 (55 一 52P 一 3)]o2? 二 
+ [(1351# 一 148p2+13) 一 9(13548 一 132P 十 13)]z4 十 
+ -二 [CH 一 108P+1058900+( -1 十 108P 一 9719]z? 二 


+ [3 一 28 瑚 十 250] ( 工 一 9) 2 





其 中 9= 刀 和 , 由 此 ,从 人 式 (17) , 可 计算 mu 及 wm: 


二 攻 4 十 7 一 奇数 ， 
” 《2[ 瑟 7:( 居 ,GD) 一 玉 ,) 十 已 7 六,(D)]， “7= 偶数 ， 
mmw= 斌 站 和 4 十 J) 一 奇数 ， 
” ”2[xs(GoGD 一 GD))+mGu()]， 十 = 偶数 ， 


其 中 3 
玫 6 (2) 一 了 了 六 ar， 玉 u(z) 一 了 7 罗 aw， 


加 
轨 一 


Bo) -| 天 Fax， 区 (z) 一 天 产 ,de 
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6. 差分 方法 


我 们 先 将 四 阶 徽 商 My 一 -| 瑟 (z)7(e) -9 区 ] 化 成 差分 。 命 了 (z) 拓 杞 z)7(zXy Wo)， 
央 册 = 具 间 人 有 式 ， 有 
了 ”“(c) gw， 1 [ye- 一 帮 ) 一 一 27(o) 十 了 (cc 十 刀 )] = 





加 [再 (ae 一 人 Ja 一 内 gr(e 一 内 一 2 玉 (o)7(a)g'(o) 十 


十 五 (Cc 十 j)vy(c 十 妨 )% (Ce 十 刀 )] ， 
再 将 % (& 一 站) ， 2 %"(c 十 ) 用 二 阶 差分 代替 ,因而 有 : 


My= 一 2 [至 (一 力 J(e 一 从]oy(c 一 2) 一 2[ 吾 (ce 一 办 Je 一 内 十 


放下 抽 约 可 几 ) 十 [ 瑟 (c 一 i)V(c 一 帮 ) 十 4 玉 (c)y(c) 十 

十 百 (c 十 办 (gc 二 7 办]w(e) 一 2[ 酝 (c)JJ(e) 十 盏 (ce 十 内 Tc 十 从]wy(e 十 妨 ) 十 

十 [五 (c 十 ) 了 (cc 二 刀 )]y(C 十 2 思 )] (19) 
今 以 第 5 节 中 所 举 之 例 来 说 明 分 法 及 解法 


今 将 区 间 [ 一 1 刁 分 成 10 等 分 , 即 思 = 了 一 0.2， 各 点 处 之 本 数值 让 为 gs, g-4……， 


Yo， …，V4，，75， 帮 谢 />0.6， 


-5 234 23 纺 0 2 力 b 台 部 豚 芒 


-/ -Z 0 +7 +1 
在 方程 My=w?Ny 中 ,四 阶 微 商 按 分 点 逐 点 用 差分 代替 ,得 出 方程 组 : 
一 208+a)%- 一 489%-: 二 By-i=[S 一 (aa+56)]%-。， 
By_: 一 489_s 一 489_:+Bow= (一 668)9_2， 
By_s 一 48%_: 一 48y%+Bm = (SS 一 68)9-1， 
] By-_: 一 46y_: 一 46m 十 Bo = 一 68)o%o， (20) 
By_i 一 48wm 一 489% 十 Byes= 一 68) 纺 ， 
Byo 一 46% 一 46%s 十 Bo = 一 68)02， 
8wm 一 46y% 一 24a 二 6B)% = 区 一 (+58)]%s， 
其 中 a= 五 7， B= Eva NS=1pao2 边界 条 件 亦 应 转化 为 差分 方程 ,由 从 士 1) =0,， 得 

V-5 一 %5 一 0; 《2 ) 








由 
多 一 荆 十 九 ) 一 外 一 D + 二 六 一 十 下 必 一 二 十 … 


4%( 一 1 十 叹 ) =%( 一 D+ 噶 y (正二 全 久 (二 


21 
及 4 一 1I) = 多 一 1) =0, 略 去 大 以 上 ,其 易 推 得 
40%/( 一 十 刀 ) = 一 (一 上 十 2) ， 
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即 
4 似 -4 一 9->， | 
同 理 有 4 一 %s。 
合并 (20) , (24) ,22)， 得 到 含 $ 的 方程 组 : 
[088 一 a 一 S)%-4 一 46y-? 十 By_i=0， 
一 1589_4: 一 惟一 66)%-? 一 4 二 Boo=0， 
48%-_4 一 469-: 一 愉 一 66)9-: 一 4 二 By =0， 
1 By-: 一 48%-: 一 光一 68)% 一 4 十 Bys=0， 《23) 
By_i 一 4 一 (一 66)% 一 4 二 46 =0， 
By 一 入 中 一 4 一 668)0 一 15p8o0=0， 
8wm 一 469% 二 086 一 ax 一)%-s=0。 
由 于 物体 及 边界 条 件 的 对 称 性 , 故 其 解 亦 呈 对 称 , 分 两 种 情况 讨论 
(1 ) 轴 对 称 : 谢 %=%-iy 因而 (23) 化 成 
(2a+188 一 48)g-: 一 4 3 十 Byg_i=0， 
一 158y-: 一 人 一 68)9-: 一 48%-:+Bom=0， 
4869-4: 一 46y-:+(78 一 人 )%-1 一 46yo=0， 
26y_: 一 886y_: 一 (一 66)%=0. 


(22) 

















aassesiiarsisaiissisanreeepeeeermreaireeaieraeeaeeeann 


它 有 非 雾 解 的 充 要 条 件 是 

| 2x+18-48S8 -48 B 0 

| FS 让 
二 -4 (8-8) 一 4 

| 0 28 -88 ”一 (S-68) 








= (28a8Bs 十 1284) 一 (61283 十 140aB82)83 十 (56282 十 382aB) S2 一 
一 (946 十 2a)Ss 二 4S4=0。 


由 此 解 出 8: Sa，Sa，Sa，S4， 再 由 o9 一 有 算出 oj 这样 的 w， 相 当 于 第 1 3， 
5, 7 四 个 临界 频率 . 
(2 ) 中 心 对 称 : 发 %= 一 %， 因而 (23) 化 成 : 
(2a 十 188 一 仍 )%-4: 一 489-? 十 By-:=0， 


一 156y_4: 一 人 一 68)9-3 一 46%-: 十 Byo=0， 
489%_4 一 469_: 十 5868--)%-i 一 48yo=0， 





惟一 66)%=0. 
但 在 中 心 对 称 时 ， yo 一 0, 故 上 式 有 非 雾 解 之 充 要 条 件 为 : 
(2a 十 188 一生) 一 4 & 
4 :三 一 158 一 (一 66) 一 486 |= 
48 _486 (58 二 名 


= (28a82 上 528s) - (19082+22a8)S 上 +(628 十 2a)8S2 一 4S3=0. 
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由 此 解 出 8: 83，S3，S3， 再 由 o 一 了 算出 ap, 这 样 的 w 相当 于 第 2，4, 6 三 个 


临界 频率 . 
7?. 二 段 情形 的 若干 准确 公式 
在 本 节 里 ,我 们 将 推出 下 列 几 种 情形 的 准确 公式 : 
( 甲 ) 一 端 夹 住 ,一端 自由 . 

亦 印 在 一 端 : y= 光 =0; 在 另 一 端 : 办 =%=0. 
( 乙 ) 一 端 夹 住 ,一 端 托 住 

亦 邹 在 一 端 : y=%=0; 在 另 一 端 : y%= 多 =0. 
( 丙 ) 一 端 夹 住 ,一 端 可 滑动 . 

亦 即 在 一 端 : y=%=0; 在 另 一 端 : 多 =%/"=0. 
今 分 述 于 后 : 
( 甲 ) 一 端 夹 住 , 一 端 自由 的 情形 , 

方程 式 为 





三 | 枚 四 喇 ]-oaoy 
其 中 : 
五 1， va 万 : 当 0 过 Z 壹 1， 


媚 ,7， 刀 --] 
五 。， 3， 五 ， 尖 1 和 2z 和 1 十 2， 


即 分 段 常 数 . 
而 边界 条 件 为 : 
%(0) =9 0) = 人 十 ?2) =% "十 ?2) =0. 

命 

2 厅 ; 
卫 1.1 
2 万 。 
玫 >y7， 


一 1 





一 了 2 。 





则 解 可 写成 : 
四 | die22 十 426-72 十 4seimz 十 44e-iraz， 0 入 2 过 1， 
Bier2? 十 再 26-Pz 十 了 Baseim2z 十 有 eir2， 六 2Z 坟 1 二 


利用 四 个 边界 条 件 : 
0O) 一 y 0) 一 % (十 人 一 久 (0 十 ja) =0 
及 四 个 和 车头 条件: 
ya 一 0) = 二 0)， 
y 人 一 0) 一 ya 十 0)， 
且 17310% (下 一 0) = 五 7 2 十 0) ， 
玫 179% (一 0) = 五 7 区" 十 0)， 
即 可 消去 八 个 常数 : 4j,， 4:，4s,， 44，Pi，B:，D:， 及 了， . 得 到 一 个 八 阶 行列 式 : 





~- 一 -一 一 -< 一 - = - -一 - 





9 知 








“0= 
teT-28T2 人 一 ve7287 人 7T- 生 755T 7987 人 一 7-28TTATT wz2TTATG 一 rpz-38TTAT 厅 一 wa2875 他 
窜 | | wm -ae12 困 wapTa1 玫 or22T212 休 一 wa2Ta1 了 一。 wa 一 rp 一 gz-9TU 玫 va 
ve-2TY reTI2 2 一 seT-2 人 we2257 一 vi-9779 一 rrTI97T2 rzT-957 一 wa795 了 
儿 veTI 一 2 一 reT2 一 7T-2 一 zz72 一 rzTI 一 9 rrTI9 qzT- rrI79 
+Dem-28T2 (rom28T2 一 (+De7-922T 一 (+oD2738 0 0 0 0 
S (+men-2T 一 (tez28T 一 Co+zDa7T-25 了 Co+tD)e722T 0 0 0 0 
0 0 0 0 4 一  ，， 学 
起 0 0 0 0 开 开 工 开 












ea “ ae ea 和 办 -ee evereeweeew eaoaineeeelieoerneanener crevcn monvne 
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如 用 行列 式 之 性 质 及 基本 公式 
sinh ZX 一 一 一， cosh z 二 一 。 
sin % 一 一 一 c08 2 一 一 二 一 
上 述 行列 式 , 可 以 化 简 成 


G(w) = (chlci 一 1) (chxcs 一 工 [五 zy) 72] 十 
十 (echlsz 十 shlci) (shscs 一 chss>) (五 j7 177 3 了?) 一 
一 Shilsishss?(2 五 ;五 z7zy 1472) 十 
十 (shlcl 一 chlsi) (cehss? 十 shyc>) (五 ; 刀 >737:7372) 十 (十 十 chlici) X 
X (1 十 chscs) [Ba73) TH 一 0， 




















其 中 
ceh; = cosh (Zi1) , eh:= cosh (1。) ，ci=oos(Ti7) ,cs 一 cos( 三 ?1) ， 
sh 一 sinh(Laj) , sh:=sinh(Zo1)，si= 一 Sin(7i1) ，8s 一 Sin(Z1a) 。 
( 乙 ) 一 端 夹 住 , 一 端 托 住 . 
例如 在 上 方程 中 取 
%(0) =% 0)=0， ya+pa) = 十 fa) 一 0， 
则 可 以 得 出 wo 所 满足 的 方程 为 : 
( 玉 :73)27.1 队 产 ) 
生生 于 证 仙 汪 全 
一 人 shl si [ehyss 十 shsycsy] 十 人 ehil cl [ceh:s: 一 shycs?] 一 
下 
全 < 2 -和 )aser-asa+abal 本 
ee shs ss[shi ci 十 chl s] =0。 
(两 ) 一 端 夹 住 ,一端 可 滑动 . 
邹 


多 0) =% "0) = 十 pa) 一 ya 二 ja) 一 0. 
由 此 得 出 w 应 满足 之 方程 
【人 (ay La 


和 疡 ) [ehis 二 shio] 一 








有 二 
本 
0 
和 ch。 C2 [ch: 81 十 Sh1 cl] 7a CS 72 中 
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用 黎 曼 求 和 法 (R 必 求 广义 富 理 埃 级 数 
之 和 时 的 基 上 斯 现象 
李 艇 四 


(北京 地 质 勘 探 学 院 ) 
1 引言 


假 巩 级 数 阅 w 满足 下 面 两 个 条 件 , 就 是 : 

(在 原点 的 某 邻 域内 ,对 于 从 关 0) 的 一 切 值 级 数 
S' ( 潼 Im 九 \ 
匆 一 二 儿 几 








收 敏 ,这 里 大 是 一 个 正 整 数 ;， 
GD 极限 lim 袜 ww ( 甸 各 】 =S 存在 . 
那么 ,我 们 就 说 级 数 Z ww 可 用 黎 曼 求 和 法 (BR 办 求 和 ,并 且 把 8 叫做 这 个 级 数 的 和 : 
忆 m=S(R, 思 . | 
当 级 数 w 是 一 个 三 角 授 数 











于 ao 二 六 (os cos nz 十 fsin na) ( 工 ) 
时 ,我 们 号 
| 访 (m= 1 < sin 9% 思 下 
| o)= 亏 co 十 习 (oseosnz+sinno) 人 ) 
本 女 就 是 要 研究 画 数 系 (Exz(z) ) 对 于 jz) 的 广义 富 理 埃 航 数 在 极点 处 的 基 下 斯 现 
象 


研究 一 个 画 数 的 富 理 埃 报 数 的 基 下 斯 现象 , 这 个 问题 可 化 为 研究 一 个 特殊 画 数 
jz) = 豆 (z 一 zl|)sgnz (一 <z<r) 的 富 理 埃 级 数 (sin nz) /mn 在 原点 的 基 下 斯 现象 。 


如 果 用 S,(z) 表示 这 个 特殊 级 数 的 部 分 和 ,那么 , 夯 数 列 仆 ,(z) } 在 原点 的 基 直 斯 现象 就 
可 以 这 样 地 摘 瑟 出 来 ;就 是 说 ， 当 ZX 一 十 0， Mi 一 >CO ) mnX->4 而 | wx 三 0 时 ， 比 心 。 (2) /cz) 的 一 
切 极限 值 是 





么 | Sin +t li 人 S 
0 0 


05 世 
的 所 有 值 组 成 的 集 , 也 就 是 从 雾 到 1.1790 的 这 个 区 闻 吕 2。 
* 1957 年 8 上 月 23 日 收 到 . 
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当 画 数 ,fc) 具有 极点 时 ,我 们 必须 用 上 面 的 观点 来 研究 在 极点 处 的 基 趟 斯 现象 。 
1953 年 互 尔 称 斯 理 (Walmysley) 研 究 过 用 蔡 若 罗 (Oesiro) 和 黑 尔 德 (H5lder) 求 和 法 求 广 
义 富 理 埃 级 数 之 和 时 的 基 卜 斯 现象 乙 。 1955 年 哈 尔 什 拉 德 \Xapmaaarse) 研究 过 用 伯 恩 
斯 坦 - 劳 高 辛 斯 基 (Bepamreitg-PorosHHegHH) 求 和 法 求 广义 富 理 埃 遂 数 之 和 时 的 基 卜 斯 现 
象 名 

我 们 已 经 知道 ,用 ( 刁 , ) 求 富 理 埃 航 数 之 和 时 没有 基 直 斯 现象 &52。 但 是 对 于 广义 富 
理 埃 级 数 , 本 文 所 获 的 辕 果 恰好 相反 。 现 在 , 先 将 这 辕 果 简略 地 义 述 如 下 : 


若 用 ( 尽 , 了 求 f(z) = 于 eteg 3 的 广义 富 理 埃 顾 数 


Lot 多 人 晤 2 
可 et 了 > sin nm 和 (2 ) 


甸 一 ] 


或 是 用 〈 忆 ，2) 求 户 (o) 一 一 开 cses 可 的 ] “ 义 宇 理 埃 航 数 


_ 工 oo 到、 总 
王 esc 袜 meosnz (3 ) 


的 和 , 旭 比 页 (o)/( 志 et 去 邓 ) 或 下 (c) 作 一 了 二 ose- 匀 ) 当 wz-> 十 0， 一 0， 大 一 而 8 三 0 
( 工 或 2 除外) 时 的 一 切 极 限 值 所 成 的 集 都 是 正 的 宇 个 数 轴 . 
用 (R, 2 0i 三 3) 求 Jo-5(o) 一 ( 训 ote 号 ) ”的 广义 富 理 埃 毅 数 之 和 时 ， 则 此 


BRr(z) /fo 52) 的 一 切 极限 值 所 成 的 集 都 是 全 个 数 轴 ( 参 看 定理 3 ) . 

航 数 ( 2 ) 是 柯 西 主 值 富 理 志 授 数 ,而 级 数 ( 3 ) 及 其 余 的 厂 义 富 理 埃 搓 数 都 是 利 用 复 
数 积分 来 定义 的 , 

由 此 可 见 ， 如 果 一 个 画 数 .jz) 在 区 间 《〈 一 上 ) 上 具有 琶 立 的 胡 极点 ,那么 , 用 
(BR, 人 求 ,Fo) 的 广义 富 理 埃 胡 数 的 和 时 ,根据 上 述 千 果 ,{(FRx(2) ) 在 各 个 极点 处 是 有 基 卜 
斯 现象 的 ”. 


8$ 2， 用 ( 怀 ,1) 求 柯 西 主 值 吝 理 埃 级 数 之 和 时 的 基 趟 斯 现象 
在 欧 拉 - 富 理 志 公 式 
ro 一 | (ojeos ncdz， m5, 一 | Fe)sin nada (4) 


一 大 


中 , 合 J(z) = 误 etg 他 , 则 第 一 个 积分 著 解释 为 普通 广义 积分 就 不 存在 ,但 取 柯 西 主 值 o 


序 取 lim (| + | ) 时 , 必 却 存在 ,并 且 当 m=0,1,… 时 它 的 值 都 是 雾 ,至 于 第 一 个 积分 则 


是 一个 违 红 画 数 的 普通 积分 ,并 且 n 1 2, … 时 也 的 值 都 是 =。 于 是 便 得 到 柯 西 主 值 富 
理 去 胡 数 ( 2) 上， 

下 面 我 们 需要 两 个 引 理 , 因此 , 先 把 它们 义 述 如 下 : 

引 理 1 sa 假 珊 玉 (z) 是 将 籽 数 (11 ) 形 式 地 水 项 积分 大 其 后 所 得 的 和 ;又 珊 到 (o) 在 
点 z 的 某 邻 域内 存在 , 则 
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Ri(Z) 一 4 和 只 Co 十 罗 (av cosmZC 十 D sinnz)( Sa ) 


基 
heBte, 网 = 习 (-Di(7) Te+G 玫 及" 
旨 理 2.w 改 了 () 在 点 = 的 阶 导数 .Fw(o) 存 在 , 则 
lim 栈 (z) = Fw(o)， 
将 级 数 ( 2 ) 形 式 地 还 项 积分 一 藉 后 , 便 得 


有 





一 ]og 





2sin 卫 | ， (z 去 0 模 2r)， 





化 
28Simn | 


于 是 由 上 面 两 个 引 理 知 


1 证 不 (w 十 岗 一 下 C 一 ji 上 工 化 
CC 现 本 


多 和 隐 ; 当 “w0 (入 7) 时 2 ) 中 过 的 地 数 袜 dn ve 可 以 用 (BR, 卫 求 和 ， 并且 所 得 
的 和 属 好 浆 是 左 过 的 而 数 于 etg 科 . 当 z=0( 模 2r) 时 ， 般 数 六 sin na 收 合 于 0, 即 收 伍 
于 lim 豆 [J(o) 十 /一 四]; 汪 太 昌 当 2 00 讨 二 cte 3 却 趋 于 正 负 无 劣 大 . 

现在 , 我 们 来 研究 "十 0, j->0, 7 >B 而 6 三 0 时 ,此 









































p== 有 
豆 g 了 
的 标 限 值 的 变化 。 因 为 Ri(z) 是 天 的 偶 画 数 , 所 以 只 需要 考虑 />0 的 情形 。 
1 1 
Sin - 亏 (% 十 用 ) _ 谍 可 Sin 本 (VZ 十 几 ) 
p 一 红 吨 工 log 了 思 log 1 | 
Sin 训 (Z 一 几 ) 2 本 in 可 (Z 一 思 ) 
所 以 
Sin 5 (十 有 1 Sin (Z 十 九 ) 
lim p 一 于 lim 并 了 me plog lim 一 
曙 可 (2Z 一 岂 ) 人 元 (ZX 一 力 ) 
4 








| =- 亏 log | 号 二 | = 一 pi(B) 。 


三 沁 翅 本 庆生 和 让 过 扩 - 0 时 pi08)=0, 当 B-> 工 时 pi08) 一 十 ce。 
因此 ,我 们 证 明了 下 面 这 个 定理 : 
定理 工 ， 假 改 用 ( 妃 , 二 求 航 数 (2 ) 的 和 , 则 ”十 0, j ->0, 而 8 三 0\L 除外 ) 时 ,上 比 
p 一 王国) 
柯 ctg 均 三 
的 一 切 顶 限 值 所 成 的 集 是 一 个 无 穷 区 间 : 0 三 lim p 三 ce。 





”[8] 中 页 804 上 有 错 导 , 朗 漏 掉 因 数 (一 11， 
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8$3， 用 复数 积分 所 定义 的 广义 高 理 埃 租 数 


一 个 画 数 , 例如 一 于 ese? 避 5， 在 区 间 ( 一 z，z) 上 具有 二 航标 点 时 ,(4 ) 中 的 两 个 积 


分 若 解释 为 普通 的 广义 积分 , 或 柯 西 主 值 或 其 他 的 实数 积分 就 都 不 存在 , 但 若 解 释 为 从 
一 到 并 避 开 标点 的 路 径 的 复数 积分 ,它们 却 都 存在 ， 于 是 相应 的 三 角 航 数 ( 1 ) 就 


叫做 这 个 画 数 沿路 径 六 的 广义 富 理 埃 级 数 。 在 此 意义 下 , 极 Jo) = 一 了 工 ese? 误 5， 而 尔 
穆 斯 理 利用 残 数 算出 : 


TQ 一 0 ， 即 ,一 m， 
2zr0,, 一 十 20r， 色 0 一 十 0， 


一 卫 ese 训 5 立 cos nz 士 襄 sin na)， 《5 ) 
一 0 


这 里 当 路 径 六 在 原点 的 上 方 时 取 正 号 ,在 下 方 时 取 负 号 . 
将 航 数 之 n sin nz 形式 地 积分 两 次 ,得 
1 
1 号 
Fo =- 六 血 季 ~ 
0， (2 一 0) 。 
由 引 理 1 知 


形 (o) 人 十 下 4ZC 一 21) 人 (msinnc)( 定 呈 ) 。 








又 由 引 理 2 知 


Smsin wz=0(R, 2) ，(z 寺 0) . 


名 一 1 


另 一 方面 , 当 =0 时 之 n sin nz 一 0。 所 以 错 级 数 过 加 sin nz 当 2 为 任何 值 时 对 于 ( 忆 ,2) 
来 说 是 雳 级 数 “。 若 取 其 他 适当 路 径 六 时 , 则 此 上 错 级 数 只 加 以 倍数 . 因此 , 我 们 可 以 只 取 
《5 ) 中 的 实数 部 分 作为 三 义 富 理 坪 授 数 , 于 是 得 出 级 数 ( 3 ) . 


现在 ,我 们 用 分 部 积分 法 和 无 尔 程 斯 理 的 精 果 来 算出 大 阶 导数 oz) 一 (二 ctg 科 ) 
的 广义 富 理 埃 圾 数 ， 


人 全 吧 各 | 至 o 生 一 [( 到 昭和 
因为 


foo(o)=( 末 o 始 号) 一 P(eacz3，etg)， 


就 是 朋 , jz) 是 ose ，etg 7 的 (4 十 了 砍 多 项 式 ,所 以 gp2=0. 





” 程 民 德 教授 指出 必须 屋 明 此 点 , 双 介 炎 过 文献 [9], 作 者 在 这 里 霄 示 圳 心 的 感谢 . 
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网 办 全 1 (jb) 
人 加 二 
Taf 一 | 人 元 e 娩 吕 cogw&dZ (于 2,…) 





=| cosnad 外 ctg 


(k-1) = -1) 
-we 全 二 六 了 4 舍 吧 二 六 raw 
卫 本 履 (=]1) ER 
| (5 ctg 全 ) sin mn000 一 TT00 
于 是 6 和 2 一 nb 2，(m 一 革 ， 2，……) 。 





(KE) 
TD42 一 -( 吉 ctg 字 sin nm0O00 (0 一 工 2,…) 
本 有 1 必 NGk-d1) 
Sn 0 (5 ctg 全 
(KE 一 1) 站 克 (K 一 1) 
= | sin nz( 二 ctg 他 ) | - 吓 本 ctc 双 ) COS 0QI 
pv 1 多 (天 一 1) 二 -ai) 
一 | 可 ctg 字 cos m0dO 一 一 0TQh 一 
所 以 多 ?= 一 nQ4D， (mn 一 工 ， 2,…) 。 


因此 ,不 难 算出 : 
(i) 当 凤 =2(2m) 十 一 4 十 1 (= 2,…) 时 , 则 


C( 一 mi2(2m0)+1 一 mtm+1， 
Ww 一 工 2，…) 


D42) an 士 训 222)+1 一 十 Znmt+l 


(i 当 四 =2(2m 一 1) 二 =4m 一 1 (mm = 2 时 , 旭 ' 
C49 一 一 Wanm-1， 


dd -Th 2 
(iii) 当 8=2(2m) 一 472 (人 吧 王 2 …) 时 , 则 
gg0 一 干 识 知 ， 
00D 一 mam 
(iv) 当 8=2(2m 一 工 一 4 一 2 (人 于 2) 时, 则 


太 e ee 


一 工 2……) 


人 (nm=1, 2.….) 
于 是 .jz) 的 广义 富 理 埃 级 数 是 : 
jamtlD(w) ~ 马 (n+1co0s90 士 WintlsinnO) ，(m 一 荆 ， 2) ， 《6 ) 
或 
am-1) (zw 2 (一 mh co0SI0 干 pr lsinnw) ， (一 二 2…) ， 《7 1) 
或 
je 人 lo 一 (sinnO 干 人 和 cosn0O) ， (一 2) ， 《8 ) 


一 个 


呈 
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Jo) 全 (一 me sinygw 士 oh oosno) ， 《一 了 2)， 《9 ) 


依 下 为 4m 十 十 或 4m 一 工 ， 或 4m， 或 4m 一 2 而 定 . 
利用 证 明 之 nsin mwZ=0( 玉 ,2) 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 ; 








习 nwofisinnz=0(R,4m+2)， (一 co<z<co)， 
宇 win sin nO 一 0( 玉 R，4m) ， (一 co<2Z<co)， 
辫 ntmcosmz 一 0( 尽 ,do 十 了 ， (z 寺 0 模 2z) ， 
袜 wroosnz=0(R， 4m 一 了 ， (z 寺 0 模 2m)， 
这 里 和 一 荆 2，……， 
因此 , 我 们 可 以 将 (6)，(7)，(8 ),，(9 ) 中 各 碟 极 数 去 掉 , 于 是 得 实数 富 理 埃 圾 数 
如 下 ; 
nd 和 际 ) 要 wor CO0S 0 (6 让 
dm-D(z) ~ 翌 一 mtm-l cos ng， (7 
jeam(z) ~ > am Sin yi ， (8 
jn-a(z) ~ 全 一 minrasin nm， (9)) 


名 一 工 


这 里 m=1,2,…， jz) 一 etg 人 
用 $ 2 所 用 的 方法 ,我 们 知道 这 些 航 数 可 用 相应 的 (, 念 求 和 ,就 是 : 


出 mn+1 COS YU 一 ( 吉 ctg | ( 玉 ,， 4m 十 2) ， 





co (4 由 一 工 ) 
人 ,一 4n-1C0S 0 一 全 ctg 有 ) ( 玉 R， 4 ) ， 
名 三 上 


2 
cp (4m) 
它 全 " Sin 0 一 个 ctg 5 ) ( 玉 R， 4m 十 二 ) ， 


业 一 %t4n -2Sin m0 一 全 ctg je ( 玉 ， 4m 一 二) ， 


这 里 z 才 0 ( 模 2r) ; 当 z=0 时 ,前 面 两 个 级 数 发 散 ,后 面 两 个 级 数 收敛 , 而 右边 的 画 数 都 
趋 于 无 劣 大 ,并 且 z=0 是 大 阶 导数 (二 etg 2 ) 的 大 角 极 点 . 


$4 用 (R, 月 (t 轨 求 (二 c 妈 本 的 广义 
富 理 埃 级 数 之 和 时 的 基 直 斯 现象 
关于 (BRR, 2) 我 们 有 一 个 与 定理 工 相 似 的 定理 : 


Roy 
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(8 ) 定 理 2， 若 用 (BR 2) 求 数 ( 3 ) 的 和 , 划 = 十 0，j->0, 克 ->B, 而 8 三 0(2 除 外 ) 时 ， 





_ Ri(z) 
| 的 一 切 性 限 值 所 成 的 集 是 一 个 无 学 区 间 ; 0 三 lim p 三 < 


这 个 定理 的 证 明 与 定理 的 相似 ， 
关于 (R, 为 (三 3) 我 们 有 下 面 这 个 一 般 的 定理 : 
定理 3， 若 用 ( 刺 ， (一 4 十 2，4mz， 4m 十 1， 4m 一 1 而 加 一 1 2, …) 分 别 求 级 数 


2) (无 一 工 ) 
攻 


的 一 切 标 限 值 所 成 的 梨 是 全 个 数 轴 : 一 ce 三 lim p 三 ce。 


人 


证 。 因 为 和 是 正 整数 ,所 以 可 分 为 奇偶 两 种 情形 来 证 明 这 个 定理 ， 
先 坑 上 是 偶数 .将 级 数 (8) 和 (9 ) 分 别 形 式 地 积分 4m 十 1 和 4m 一 次 , 便 得 : 





p 一 


F(O) = 一 阅 全 吧 一 log 2sin3 
在 3 中 我 们 知道 Fo-2(o) =( 寺 etg 至 ) 是 cs? 他 和 etg 他 的 多 项 式 ,其 姑 数 是 思 
根据 定义 ， 

[ 


4tF(e, 2 人 =( ) 柬 (e 十 砚 ) 一 (有 1) 开 (z 二 (一 人 有 + 人 (9) 玉 c+G-g 内 一 


-…+(T) Fe 一 (9 及 一 ( 必 )P(z 一 1) = 


一 CE CC 二 1) 一 Ci 2 十 一 2) 思 ) 十 … 十 
十 Or(z 一 (一 2 内 一 Co (2 一 7 ， 
其 中 COx- 一 Cr， (一 0， 工 … 8) 。 


因此 , 我 们 知道 z 一 十 0, j 一 >0， 工 一 有 时 , 则 








inos 2 十 及 ，，o 2 一 (一 2) 
2 





























1 1 2 
lm p=1m lopg = 
| -0 re ，o 0 十 (一 2) ， os 一 人 
| SinC 本 …SinC mg 下 
1 veN 1 Sin “一 -一 -一 … 9in 
本 一 2 全 ) 2 DG。 | 二 ov2 (一 2) 矿 . .Sin C。 = 
之 2 








(人 十 811) (2 一 1 十 27)2 
=- 去 下 记 loglim (Z 填 砚 二 苏 J)oe CC 二 有 )J5 
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__Be lv| (8 十 有 or08 一 有 2)c | - 
277 log (B 二 X 一 2)c (008 二 办 pk(B)， 


这 里 Dp=1lim 六 (z)， 并 且 2>0. 关于 卫 的 符号 是 不 难 根据 等 式 


加 以 证 实 的 。 显而易见 ， 当 B- 关 时 px(B)-> 十 co, 当 B- 闪 一 2 时 px(B)-> 一 co。 所 以 及 
是 偶数 时 ， 一 co 三 limp 三 co。 
用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 上 是 奇数 的 情形 .。. 
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ON THE GIBBS PHENOMENON FOR RIEMANN SUMMATION 
(R,k) OF GENERALIZED FOURIER SERIES 


LEE CHING-HSI 


(Peizg Geolooieal Prospectiag College) 
ABSTRACT 


We shall say that a Serieg NS 这 summable ( 玉 ;, 8) to 六 主 the serieg 








名 二 工 
=， /SinohN 总 呆 
到 0 
conVerges for all values of 刀 ( 关 0) in some neighborhood of the origin, and 
总， /sinoN 
re | 0 思 ) = 


Let 


了 (2Z) ~ 二 ao+ > (cn cos mV 十 0 Sin m0) 
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be the Fourier geries of the foncetion 让 z) ,and let 





大 S 1 。 Sin nj \ 
i( 纪 ) 训 ao+ 立 (oscosnz 二 pusinna) 人 工 


In the present note we establish the following theorems: 
Theorem 工 For 加 e Cawcjy DrimciDal VQ1Ue Fowurier Serie8 


1 
可 ctg 


he sef of al 72attimg oaJaues of the 7ratio 
Ri(z) 


本 
2 “8 7 


多 <， ， 
二 ~ y,gSin mnO， 
2 外 一 二 


is the jinite Witeroal: 0 三 limp 三 co ，cs Z 一 十 0， jh >0, -> amd 0 三 B (ezcezot 工 ) 。 


Theorem 2. For 如 e Complexz-imntegration 7eal generalzed Fourer Semies 


(二 ctg 印 ) 属 Sm cos 九 人 


帝王 工 


of the firsi aqerioOatOe of the jumctliom 避 ctc 可 ， the sef of cl 12aitmg Values oF the ratio0 


2 Ri(Z) 
(二 se 号 ) 


从 轨 e 各 jnite 说 1eroal: 0 三 limp 三 co, as xz 一 十 0, j>0, 全 ->B and 0 三 B(exoepi 2) . 





Theorem 3. For 如 he Comp1exz-imntegralion 9eal genera1ized Fourier series 


《对 由 十 工 ) oo 
必 ctg 冯 ) ~ ,mitnm+lc0Sm0 ， 


忒 2 f#=1 
和 儿 (4m 一 1) 让 oo ty 一 人 
( 馈 哥 ) 疡 ee 


公 hm) SS， hmci 
全 对 = -an 


( 生 etg 号 je me Y 一 %4n-2Sin mn ， 


2 和 一 工 
of dhe (一 人 -th dorioalioe of the Junction 避 c 谨 卫 ，( 一 4 十 2，4msy 4m 十 1 4m 一 十， 
M 一 2，…) ,te sf or cc11 ipttig oagues of the 7ratio 
Ri(Z) 





了 全 ， 


和 s 1he 20jo1e member aois: 一 co 三 lim_ p 三 co, as o> 十 0， j->0, 元 ->G and 0 三 B (exzcezi 


Som2e nu 如 ger7S) ， 


小 hese theoremgs show that {Rxi(Z) ) presents Glibbs phenomenon for generalized 
Fourier series, although 让 does not present for Lebesgue-integration Fourier series. 
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圆 环 上 站 和 纯 的 典型 实 有 招 本 数 * 

臣 开 明 
(复旦 大 学 ) 

1 引 和 


1932 年 Rogosinskic 首先 研究 了 单位 圆 九 : |z|< 工 内 正 旭 的 典型 实 照 夯 数 , 这 种 画 
数 的 全 体 成 一 画 数 族 卫 , ( 盏 ) 钙 . 假如 jz) E 了 (五 ) , 那 末 jz) =2 十 aa22 十 … 在 |z| < 是 正 
则 的 , 且 满 足 条 件 

宛 ((z2) ) 您 (2) 过 0。 4.1) 
1956 年 Goodmanc 研究 了 单位 圆 中 个 纯 的 典型 实 照 夯 数 , 得 出 种 种 估计 .朝鲜 李 氏 中 及 
夏 道 行 呈 都 全 研究 过 圆 环 忆 :9< |z| 天 1 中 正则 的 典型 实 照 画 数 .本 娘 主要 是 研究 圆 环 R。 
中 后 纯 的 典型 实 照 夯 数 ,得 出 种 种 准确 的 估计 . 有 趣 的 是 : 这 种 画 数 的 很 多 极 值 问题 的 极 
值 丁 数 都 是 单 叶 的 . 

性 本 数 ,fz) 在 圆 环 妨 中 是 守 纯 的 ,除开 极点 外 ，(1.1) 成 立 。 记 此 种 西数 的 全 体 为 
TCR 。 从 民 .1) 知 道 : 了 (BR 中 丁 数 jj 六 2) 的 标点 ,都 在 实 轴 上 , 且 都 是 一 次 标 ， 留 数 是 
负 的 . 

必 .fz) ET (BR ， 在 其 标点 人 的 留 数 为 一 "ji 此 地 

4<<… 科 |2-x| 坟 |2-ta| 过 … 入 |2-| 二 | 加 | 过 | 如 | 入 …< 寺 
写 |2-:| =2 ，| 思 | 一 D。 疏 画 数 jz) 在 圆 环 < |z| <2 中 的 罗 朗 展开 为 


jz) = 立 Ban， 


及 三 一 co 


必然 地 刀 都 是 实数 。 衣 此 种 画 数 的 人 至 体 为 也,(2/, 2) ,但 9<2 一 2D<<1。 这 是 也.( 玉 的 一 
个 子 族 。 如 果 jz) 在 2 二 jz| 二 上 中 是 正如 的 , 那 末 它 的 一 切 极 点 可 排列 如 下 

4<<… 科 |2-t| 入 |2_eil 和 … 和 |2_:| 天 1 
写 |2-:| =2， 妈 这 种 画 数 ,/2) 的 全 体 为 了 (2 1) 。 如 果 jJ2) 在 9<|12|<Dp(2= | 力 | 二 世 
中 是 正则 的 ,让 这 种 .六 2) 的 全 体 为 了 (9q D)。 画 数 族人 (2 二 及 全 (9， 2) 都 是 了 (2 2) 
的 子 族 。 若 万 (2) ET,(D，1) jz2) ET 0) 2 一 D， 那 末 广 (2) 十 jz) ET (2 2D)。 


2， 有 关 图 数 So(z, go) 的 一 些 准 备 事项 ” 
下 面 许多 极 值 问题 的 极 值 画 数 往往 都 与 画 数 


co 222 


Se(z, 9) 一, 忆 末 一 翅 和 2 十 T (c 为 一 实数 ) 








* 1957 年 9 月 10 日 收 到 . 
** 这 些 事实 ,有 的 是 已 知 的 ,有 的 是 容易 明白 的 ,为 节省 篇 幅 起 见 ,此 地 不 一 一 予 必 阐 证 ， 
37 
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有 关 . 发 T< |a|<< 豆 (9+ 了 了 ), 置 24 一 2 十 太 ，l2| <1， 夯 数 So(z, o) 的 有 限 奇 点 都 是 一 


次 标 .。 当 9 芯 | 一 荆 时 ， 心 v(2， 4) 在 圆 环 瑟 。 中 只 有 一 个 一 次 标 2 一 2， 在 玉 。 的 境界 上 也 是 
正则 的 。 由 于 


2 一生 8， (2, 四 = 让 -= 二 - _ 工 十 DO2 2 


<-L 工 一 9 22 让 








-= 二 +2-22 ， 芽 2 | 号 [人 (了 二 gp-2 1 十 g22D 一 2 
二 一 2 二 一 022 了 习 [ 圭一 9g2D 一 :12 了 和) 
-人 ( 二 十 9PZ 二 了 革 续 吧 )]=- 
旺 G22DZ 一 量 忆 922D2 


友 芝 [( 1 十 q22-12 [十 PIT (往生 + 于 守 下 角 ， 








工 一 q 末 把 工 一 9 末 +27 一 2 本 
所 以 Su(z, o) 在 |z| = 工 及 || =9 上 取 实 数值 . 由 辐 角 原 理 我 们 知道 当 9< |p| < 工时 ， 
w 一 Su(z, o) 单 叶 地 映照 圆 环 R。 至 w 在 面 除去 实 轴 上 二 线段 的 区 域 B, 了 含有 无 罕 远 点 . 
我 们 也 容易 知道 当 |a| > 豆 (9+ 二 ) 时 ，So(z, ao) 在 Ru 中 是 一 常数 


当 lcl 雪 [时 , 置 c= eos0, 同 样 可 以 证 明 So(z, 2&) 单 叶 地 共 形 映照 已 于 光平 面 除去 
实 轴 上 二 让 和 线段 的 区 域 ,其 中 有 一 条 直线 延展 到 无 穹 远 处 。 此 时 ，9u(z, cos 0 是 已 中正 
则 单 叶 的 型 实 照 丁 数 . 

男 数 So(z, a) 在 实 轴 上 取 实 数 , 容易 知道 8Sv(z, ac) 是 满足 条 件 (1.1 的 , 所 以 
Su(z,，a) ET-(Ro) 。 


枚 |a| < 豆 (9+ 亏 ), 面 数 几 =- So(z, o) 有 映照 已 的 上 牢 回 环 于 的 上 人 平面 .其 季 画 
数 可 以 用 下 面 的 枉 圆 积分 来 表示 。 秆 


《 友 
寺中 作 守 人 _， 丽 (co) = 九 (5)， 2.1 
四 -EEC 机 有 OO-3C Re 





则 





2 2 1 AN (IC) 一 也 
2 一 6Xp 1 如 ( 


了 1 2 1 本 
人 改 1(C) 要 心 o(9，&) 一 也 站 


侯 一 SC9，G) ) 1 


(2.92) 











， 必 x(， 56) 一 人 (一 上 上，C) “ 必 r(L, c) 一 So 一 0，G) 
4a AS (一 圭 ， a) 一 &(9， 0) ?》 《2 8 (一 9， 4) 一 So(o， CI) ? (C 关 1) 
心 o( 一 二 Q) 一 So(9， QI) 5 一 Q) 一 心 o(9， G) 人 


此 外 ,我 们 容易 知道 , 面 数 w= So(z, o) 在 于 轩 环 丽 中 的 均 点 必 落 在 圆周 |?| = 9 上; 
当 a 在 [ 一 豆 (9 十 吉 ), 豆 (9+ 二 )] 中 变动 时 ,其 雳 点 的 全 体 就 是 圆周 |z| = 9. 








显然 , 当 “ 在 [一 豆 (9 十 地 ), 豆 (9 十 元) 中 变动 时 ，Ss(z, 9 在 束 中 极点 的 全 体 就 是 
|z| 一 二 及 区 间 (〈 一 ji 一 9)， 《9， 二 ) 。 





和 
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在 五 的 上 千 圆 环 中 ,我 们 引进 如 下 的 二 族 曲线 (lo} 及 《人 。 

届 忆 是 这 样 的 一 条 曲线 : 自 z= 十 9 沿 正 实 轴 到 = 十 1, 然后 从 z= 十 1 沿 |jz| = 工 的 
上 个 圆 周 按 正 方向 到 z= 一 1, 再 从 2= 一 治 负 实 轴 到 >= 一 4。 坑 7 为 自 z= 一 4 沿 
lz2| =9 的 上 定 圆周 到 2= 9 的 一 段 圆 纸 . 

起 曲线 1. 是 w 平面 的 ( 正 ) 虞 轴 关 于 记 =So(z, a) 的 原 像 ， 其 二 端点 分 别 落 在 二 与 ? 


上 . 玫 8>0,aE [一 豆 (9+ 卫 ) 豆 (9 元) ,方程 So(z, o) = 反 落 在 Re 中 的 很 z 一 z(a) 


是 唯一 的 , 当 = 自 - 豆 (9+ Di 赤 (9+ 填 ) 时 ，*==(o) 的 才 味 为 Re 上 人 回环 


or 全， (c 地 十) 


(2.4) 
En -ezpt7 GT 《ex 站 二 声 )| 

当 相当 小 时 , 六 非常 接近 7y; 当 2 一 0 时 ,5 的 极限 就 是 y。 

曲线 族 {z)} 是 两 两 不 相交 的 , 1 与 只 有 一 个 交点 . 容易 证 明 这 样 两 族 曲 艳 {b} 与 
{t} 充满 着 的 上 人 牢 圆 环 . 

在 已 , 的 下 牛 圆 环 中 ,我们 也 可 以 考虑 同样 的 曲线 族 . 

下 面 我 们 将 对 了 .CR 中 西数 利用 其 在 六 上 的 模 数 来 估计 在 整个 五 。 中 的 模 。 

谢 (oo) 是 一 列 正 数 ,，{2} 是 如 下 的 一 列 实 数 , 9<< | 人 | 二 1 


本 
马 mw 2 一 co。 














人 5 
置 2 一 人 2 十 元 ) ,作画 数 
了 (2) 一 是 mi (二 入 ) see， 0j)， (2.5) 
容易 让 明 此 级 数 在 Rs 除去 2 是 收敛 的 ; 刀 (z) 属于 也 (BR ， 它 在 攻 具有 一 次 极 ， 留 数 是 | 
一 人) | 
$3。 偏差 定理 


定理 1 ee 村 ), 划 当 = 不 是 实数 时 ， 


人 2) Setz，a) 
交 7GJ|、 已 o(2y G) | (小 


有 旺 。 坝 wuE BR, %(zo) >0。 夯 数 
“一 9(2 站 心 v(z2，C) 一 Su(20，G) 














&u(zy a) 一 SoCzoc) 
把 瓦 . 的 上 守 圆 环 映照 到 | < 二 而 把 x 照 成 “=0。 它 的 道 画 数 z=GCGC) 把 | 必 |< 工 辕 
到 好 es 的 上 后 圆 环 , G(40) =z。 故 西数 
9(5) 一 一 久 (GC) ) 
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在 此 |<1 是 正则 的 , 且 朋 (op())>0， 改 g(Z)= 证 则 必 


14 | 过 2 鹏 (4 
特别 是 





= eolG OO- 万 多 [=2 让 e.g(Su(o 9) 


226(4o) 一 2 六 (jzo) ) 。 
由 是 得 到 (3.1)。 同样 可 证 (3.1) 当 念 (2)<0 时 也 成 立 ， 
标 值 西数 是 byv\z, g) 必 >0)， 定理 证 尘 . 
在 定理 工 的 假 规 下 ,成 立 着 
Sr (xz 


作 计 ie 


大 (2)， 
jz) 
利用 此 辕 果 ,我 们 还 能 证明 下 面 的 


定理 2， 发 jz)E 和 (RD)， 对 于 丽 中 任 一 点 z, 守 (cz) *0, 必 存在 实数 c=a(z2) ,|a| 
下 + 了 ,全 





(2 CI) 


| 束 (2)， “ Q) 


(2 
Je) 








(3.3) 
夏 立 

证 。 因 为 曲线 族 lo} 是 充满 着 玉 。 的 上 守 圆 环 的 , 故 对 于 玉 , 上 个 圆 环 中 任 一 点 2， 
必 有 Co 一 Q(20) 》 |ao| << 豆 (9 十 地) ,使 2oEG 1 事实 上 ， C 一 QC(2) 寺 荆 的 话 , 它 是 由 方程 


0 ee 心 "(1 ,ac) 一 4 念 (So(2,G) ) 
exp [页 ( 琵 \R75 2 《3.4) 





决定 的 。 由 是 
%N(Su(\zo, ao) ) =0. 
故 从 (3.2) 得 到 (3.3) . 
同样 对 于 瓦 , 的 下 后 平面 图 可 得 到 (3.3)。 定理 证 时 . 
定理 3， 改 ,jz2) ET Row)。 对 于 忆 中 不 在 实 轴 上 的 任 一 点 >， 必 有 实数 < 一 4 (2)， 


| 


7 1<max | 区 人 5 


(2 ，C) 
人 Auo(2， 0) | 小 的 正 数 . 当 们 (2 )>0 时 ， 全 就 是 记 , 当 六 (2) < <0 时 ,Zn 











“92 0) | ， (3.5) 


证 , 人 这 (20) >0， 必 有 co=a(zo)， 使 zxGElo。 识 18。 (zo, 4) | >0>>0, 记 曲 
线 1 与 党 的 交点 为 。 又 男 数 log Su ao) 上 映照/ 的 像 是 下 行 于 实 轴 的 一 根 直 和 线 . 因 
此 ,利用 (3.3)， 

















严 纸 |- 下 天 直 于 | 下 全 | 
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-| “| 有 log 8 (2z，ao) 





[dz| -上 |dlog Se(z, ao) | = 


心 x(z0，ao) 


心 xs(2 ，ao) 











一 | log SS (z，ao) 一 ng 人 on 
积分 路 线 都 是 沿 着 的 。 由 是 从 











了 (2o) 心 ozo，ao Co) 
(2 ) 人 (2 Go) 


知道 (3.5) 当 z=z 时 成 立 , 其 中 ao( 关 1) 是 由 (3.4) 决 定 的 ， 事 实 上 , 得 到 的 辕 果 比 (3.5) 
还 要 强 . 
当 立 (xz)<0 时 ，(3.5) 也 同样 成 立 。 标 值 画 数 仅 限 于 su(z, ao) ， 必 >0)。 定理 证 











定理 4 届 jz) 《TCRo)， 对 于 Rs 中 不 在 实 轴 上 的 任 一 点 2,， 必 有 实数 <=a(2) 


ys 


Se | 18s(z, 四 |， (3.6) 


) 为 任 一 比 | Su(z, a) | 小 的 正 数 ， 柱 值 醒 数 仅 限于 ES。(z, ao) , 4>0. 

定理 3 与 定理 4 中 的 》 可 以 任意 小 ,因此 男 可 以 任意 地 接近 于 |z| = 4. 特别 , 当 9=0 
时 ， 含 0->0， 症 收 适 成 一 点 := 0， 那 未 就 得 到 单位 图 jz| <1 中 件 妆 的 典型 实 照 夯 数 
jz) ，7(0) = 0, 的 模 及 导数 模 的 上 界 ， 这 样 ,我 们 就 导出 Goodman 的 一 些 定理 咏 


特别 ， 对 于 圆 环 妨 中 音 叶 的 御 纯 夯 数 . 帮 2)， 如 果 jz) 在 实 轴 上 的 正则 点 上 取 实 数 





| 户 (z) | 入 max 


2 ETD 








$ 4， 系数 估计 
定理 5. 


G) 避 广 (= 习 5ze 和 (9 四， 在 极点 刀 的 留 数 是 -mi 且 户 (2) 满足 标准 化 
条 件 四 一 5 其 


怪 m( 专 -uUsd (4 


(ii) 融 > (2) ier6 5 (2 ， 二 ) ? 它 在 标点 也 一; 的 留 数 是 一 mm-， 且 09 一 0-19 一 
4, 划 
二 02 2 
习 _m-i(1- -全 )<o (4. 引 


1= 一 c 于 


6 梧 TC) ETrCBvD)， 在 条 点 包 的 入 数 是 一， 且 请 尼 标 准 化 条 件 (十 的 到 


总 [m ( 误 - 人 的 要 


1= 工 上 们 


这 些 估计 都 是 准确 的 , 标 值 画 数 是 尺 (z) . 














， 
| 
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如 果 j 2) 在 9< |?|<2 中 的 罗 朗 展开 
袜 cz" (ww, 是 实数 ) 





具有 条 件 二 e-:= 芽 那 
ms 了 2 六， 
工 
帮 估 二 数 是 m( - 蕊 1)5。 (z, ,而 2 一 2 二 方 ， 


证 。 先 证 明 (i) . 我 们 用 瑟 : 表示 圆 环 | < 上 2 二 12, 访 (2) 在 圆 环 天 中 的 展开 





式 为 
忆 ipow， 0) (4.4) 
画 数 gx(2) 一 户 它 具有 罗 朗 展开 之 0 
在 胞 中 
户 人 = 衬 和 一 习 mp: 广 ， (4.5) 
而 在 瑟 -: 中 
访 @ = 袜 0 二 总 2 (4.6) 
从 (4.4) ，(4.6) ，(4.6) 得 到 
多 一 礁 一 观 相 ， 一 0, 士 1 士 2 …)， (4.7) 
如 果 |2x-i| = |2x|,， 那 末 我 们 同样 可 得 到 
5 一 0Q4-2 一 -一 一 一 上 = ， (一 0, 士 1, 士 2, …) 。 (4.8) 





”二 条 证 ”于 
总 之 ,从 (4.7) 及 以 .8) 得 到 


万 
5 二 一 本 二 (一 0, 士 1, 士 2，…) 。 (4.9) 


1 07/ 
在 玉 : 中 ,由 于 民 .1) ,成 立 着 
Wer 一 5qr-1 一 &( frety)sin gd0>0。 


利用 
0 0121 
2 一 0 一 名 也 ， 2 已 一 0_1 一 衬 m 
J=1 0 = 工 
得 到 
大 六 2 第 站 ~ 可 
语 01 (本 1) < 福 0 pb ' 本 (4.10) 


合 7 一 工 ， 即 得 (4.1) 
对 于 任意 的 实数 列 《2 }，(9<2<< 12 天 1 和正 数列 《oow}》, 若 能 使 (4.1) 等 式 成 立 ， 


则 面 数 卫 G= 翌 mm -入 SG, o，(2o=2+ 寺 ) 在 本 中 具有 枯 点 驴 , 留 数 一 mi 
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且 满 足 7 一 0_: 一 二 它 就 是 Gb 的 标 值 本 数 ， 
谢 R_x 表示 圆 环 : |2-z|<<| 上 2 天 |2-xzrzl yjfa(z) 在 玉 -~x 中 的 罗 朗 展开 是 


六 D 2 (一 十， 2， …) 


几 卫 二 oo | 





同样 可 得 到 | 
0) 一 5+ 忆 21DT mL (4.11) | 

再 利用 彤 (2) 的 典型 实 照 性 质 , 可 得 到 | 
立 mm 人 (1- 写 )<bar-5-:。 (|p-sil<r<lpal) (4.19) 

全 < 00; 


兮 7 一 9， 即 得 (4.2) 
车 一 列 实 数 {2}，(9<< | 全 | 天 << 填 ) 及 一 列 正 数 {ooi)} 能 使 (4.2) 的 等 式 成 立 , 则 画 数 


下 (2) 一 马 mi 必 (z2，0j1) ， ( 2w= 吓人 /十 元 )， 是 属于 了 (2', 1 的 , 且 满 足 0:9 十 
十 0_ig-=d) 它 在 2 具有 一 次 极 , 留 数 是 一 "xi。 故 (4.2) 是 准确 的 
若 7C)EZ(D， 人 ,7G) 在 已 >0) 中 的 罗 妆 展开 为 “ 己 52w, 则 得 
了 二 
05 一 Dn 襄 本 (人 m 一 0， 士 本 ， 士 2，…) ; 


十 了 
8C- 妨 一 六 十 : 革 < (m 一 0， 士 1， 士 2，…) 。 


/2 7 
仿照 前 面 的 方法 得 到 
> mn ( 志 - 切 su- 
明 加 人 -至 )<20 一 2- 
相 加 即 得 


袜 | m ( 亏 -D+m-(G- 生 )]< (1 上 go1 一 25_1。 


疡 1 
利用 fz) 的 标准 化 条 件 , 邹 得 (4.3). 
对 于 任意 的 实数 烈 {2r }，(9<< 12 <1) 和 正 数列 (zw}, 能 使 (4.3) 等 式 成 立 的 话 , 夯 


数 
了 (z) 一 之 7 ( 喜 -18eG， 0j) ， (zwu=p+ 交 ) 
属于 了 (2 ,2)， 且 满足 标准 化 条 件 . 它 在 JW 具有 留 数 为 一 0 的 一 次 极 。 因此 (4.3) 是 准 
确 的 。 定 理 证 时 , 
定理 6. 
) 坝 户 (z) = 袜 5 ET,(9，2)， 且 bo 一 0, 旭 当 郊 是 偶数 时 ， 
一 Bm D) (0 一 5_1) 入 0 一 0_ 夫 By 2) (0 一 0-1)。 (4.13) 
当 交 是 奇数 时 ， 
人 (mm) (0 一 0_i) 入 2 一 0 入 Bm 2D) (ba 一 0-1)。 (4.14) 


林 
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这 时 





B(n, 四) 一 Dr 代 二 2 十 依 十 …… 十 PPorD)， 


.。 Sin miO 
久 ) 王 min < 一 0. 
从 ) 0<6<2x Sin b 


若 9=0, 则 5 -= 0, 这 就 简化 为 Goodman 的 灶 果 @. 
人) 发 户 (2) E2r(2， TD， 且 =0; 划 当 汪 是 偶数 时 ， 


一 B(n, 玫 ) (559 一 89 大 和 人 一 5 有 全 ) (9 一 和 29 区。 “ (4 
| 
pm) (89 一 829 大 2 一 5 < 有 (mw 全) 29 一 529 (4.16) 
(这 ) 融 72) E 史 (2 2D)， 是 bo 一 0, 则 当 交 是 偶数 时 ， 
| 2 | 去 记 Bo， 2) 十 02+1 人, 吨 )|5-[ Bo， 六 ) 十 0 一: 有 (2 5- 中 (4.17) 


【人 并 dBn 0D) 十 qB (人 区) 二 - [weBGw 本 +92B(w 生 )]- [. 








9 
(4.18) 
当 ”” 是 奇数 时 ， 
思 , 王 Ts{[ (ny 2) 一 gm)] 0 一 [好 nm) 一 和 2 ]2-1)， (4.19) 
2 _ oa+ 2 __ on 一 2 
> 于 ia geB (mn 二 六 一 | wo) 一 9 :ww, 生 )j-， (4.20) 
0_, 坟 (2B (nm 2) 一 9N1)] 2 一 [9 By 2D) 一 9 NGn)]10-1}， (4 .2) 


Q” 色 失 ny / 
5 ,> Te gonD 一 9B(w, 包 歼 ) | 五 -| oo -9 B (mw, 生 ) 有 5 (4.22) 
所 有 关 些 信者 是 准确 的 
矶 . (1i ) 的 证 明 . 在 六: 中 成 立 着 立方 (2) 您 (2) 达 0, 故 当 | 各 | < 一 pr5i| 时 ， 
| 念 ( 方 (7eie) )。Sin 0. (1 一 cos nO)d0O 三 0， 


序 


20427 一 20C7 开 一 [007Pna+1 一 DoD1721 一 0 21 十 0 7-s+Ii] 过 0 
利用 (4.9) 即 得 


“ee ES < YE “到 en 中 2 (pa 本 0 十 


+ ， 10 ( 生 -( 


因为 | 世 | 2,， 故 由 (3.1) 得 到 
Boat 一 -oa ro 十 ( 林 寺 生 ) (pr 一 0_27) 。 


合 7 一 ,并且 通 过 归 秋 法 ,就 获得 (4.13) 和 (4.14) 的 右 方 不 等 式 。 当 色 是 偶数 时 , 则 因 
一 六 (一 2) ET(9， 2) ), 故 由 (4.13) 的 右 方 给 出 了 左 方 . 假如 吨 是 一 奇数 ， 则 珊 | 你 | 去 7 去 
<<|2pxzra|， 
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必 氏 (六 (ree) ) vsin 0。 Se Q0 三 册 (m) 辣 X( 六 (re)) 。 sin 900. 


由 是 


D4572 一 DC (0 一 Dr 于) 。 
利用 (4.9) ,得 到 
给 5 TD ”人 卫 _1 二 大 信 2 
Da 一 六 _ 二 < 人 -+ (9) | 5ar 一 D_ay 一 -: 钻 疾 区 -]> 
之 凤 (m)。( (Di 一 D_17-1) ， 


合 了 一 工 , 就 得 出 (4.14) 的 左 方 . 

(4.13) 和 (4.14) 右 方 的 极 值 画 数 是 Su(z, o) ,而 2= -2+ 广 . (4.13) 左 方 的 极 值 画 数 
是 一 So( 一 2 9). 若 9=bo=go(o Su 一 MD)) 则 取 ao= ab。 画 数 San) 全 人 14) 
的 左 方 成 为 等 式 . 

(这 的 证 明 同 (i)。 (4.15) 及 (4.16) 右 方 的 极 值 醉 数 是 夯 数 Su(z, ao) 十 2 ,而 





?4 - 刀 十 广 。 (4.15) 左 方 的 杖 值 而 数 是 娄 TI 失守 抑 着 OLD， 
人 = 一人 (nm) ， 则 取 co=cos bo, 夯 数 一 -Su( 卫 ,ao) 是 (4.16) 左 方 的 标 值 画 数 ， 


蔽 />) 《ET 人 2 2), 则 当 交 是 偶数 时 ,利用 (4.13) ，(4.15) 得 
(一 和) 【 己 10 一 0 十 92(D_9 一 00") | 么 攻 ， D. 一 0_| 十 9 | 了 "一 六 ,gu | 去 


<B(n 2).( 一 5 十 .B (mw, 允 )， (79 一 5 519- ， 
[9 一 9 | 5- 一 |9" (2 一 Da) 十 (0 一 9 -00) | 福 % | 0 一 0 十 | 90 一 9 0_。| 二 
<goB(n,D)( 玉 一 5) +B(w2 小 (Dig 一 0519-1。 


由 是 得 到 (4.17) 与 (4.18)。 极 值 画 数 分 别 是 So (z, a) 一 So( 一 no) 一 工 5 及 
一 So 一 2，q) 十 Su，a ) 十 2 但 2o~ 8 十 广 ，24' 一 及 十 帮 ，9< 有 -< <2<< 二 。 
若 妈 是 奇数 , 旭 利 用 (4.14) 与 人 .16) ,我 们 获得 
(一 9g2) 机 一 (本 一 和) 一 天 (g22 一 905) 二 
< BO 。( 访 一 05) 一 qu) (9 一 g=10_1)， 
(一 9 守 ) 六 一 《加 一 0_，) 一 "9q"0 一 9 站 了 
> An) (一 一 oB(n 全 ) (5 一 思 35- 
由 是 即 得 (4.19) 与 人 (4.20) 。 同 样 可 以 证 明 (\4.2) 与 (4.22) . 
(4.19) 与 (4.24) 的 极 值 醒 数 是 Su(z,，o) 一 Se( 人 ,cosbo), 但 2o 一 ?十 广 ,(9<2< 了， 
Sin noO。 


Sin bu 











sinm bo 3 1 
二 一 从 (ma) ，20 一 2 六 ,4<<2' < 二 1。 定 理 证 时 ， 


系 1， 在 (iii) 中 分 2 一 94, 可 得 广 \z) 的 系数 的 上 下 界 。 如 分 2->1, 则 可 得 到 户 (2) 





pm) 。 (4.20) 与 (4.22) 的 极 值 本 数 是 So(z，eos bo) 十 Se(z, a) 十 工 2 ,但 


让 





村 
和 
Lererweeeerereeeereeeeeeereeeeeeeeeeeeeeereeeerereeeereeeeeeereeeeeeeeeeeeeeeereereeererreeeeerr me 
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的 系数 的 上 下 界 . 
系 2， 发 f() = 忆 wz"，(oo=0) ,在 已 中 是 一 正则 的 典型 实 昭 夯 数 , 旭 在 (这 ) 中 
分 2 一 9，2-” 江 , 即 得 
-于 (Ho 一 人 一 人 009<w<T 人 (Ga 一 个 的 -9 
(一 士 2， 士 4，…) 。 
二 (pn 一 0 页 二 (ng 一 An))5- 本 ps 





二 和 一人) 三 一 人 一 罗 2 人 0)5-9， (一 士 3, 士 5 …)。 
系 2 含 有 Nehari 与 Sehwarz' 的 辐 果 。 从 系 2 也 可 以 得 到 夏 道 行 吕 的 车 果 . 
$ 5， 积 分 表达 式 
定理 7 可 JETCRD 它 在 到 RN 一 加 的 极点 芒 〈J=1, 2，…)， 


7jG)=9gG@+ 袜 mm 站 m)， (5.1) 
但 2o 一 zi 十 去. 


反之 ,发 9(z) 是 Ru 中 之 一 正则 的 典型 实 照 面 数 , 则 由 5.1) 所 确定 的 (2) 必 有 属于 
多 加 


证 。 画 数 妨 (2) =ma(212 一 1 ai) 在 瑟 。 中 具有 极点 妇 ， 留 数 为 一 mi。 故 画 数 
ga(2) = 一 请 2) 一 后 0) 在 9<<| 2 雪 工 中 除开 z=2a， 它 与 2) 具有 相同 的 极 与 留 数 . 现在 证 
明 , 假 如 9i(2) 不 是 常数 , 定 必 属于 了 (Ra) 。 
是 注 


硬 数 加 (人 在 公平 面 除去 一 次 极点 -每 1 .97 万， 必 =0, 士 夺 , 士 2, …) 到 处 是 正则 的 。 


因此 它 在 包含 jz| =9 (或 jz| = 了 的 充分 小 的 圆 环 中 是 均匀 过 和 绪 的 。 从 8$82 知 道 丁 数 
jn(2z) 在 |z| =9，|z| = 工 及 实 轴 上 的 正则 点 取 实 数值 。 故 对 于 任意 的 正 数 s, 必 有 正 数 


5(5< 了 ,使 在 曲线 C 上 |%(ia(o))| 王 三, 但 O 是 由 下 面 这 些 部 份 粗 成 的 : |z| =I 一 3 的 上 


牢 圆 周 ; |?| = 十 3 的 上 牛 圆 周 ; 以 在 圆 环 9 十 6<< jz| <1 一 9 内 的 极点 人 ji (IJ>2) 为 中 心 ， 
以 8 为 后 径 的 上 牛 圆 周 , 取 6 其 小 ,使 这 些 上 和牛 圆 周 互 不 相交 
今 设 zxERo, 父 xzo)>0, 六 (ga(zo)) 一 一 5<0. 由 于 在 Rs 的 上 牢 部 六 (.f 2) ) >0, 故 取 适 


当 的 C, 可 使 在 C 上 , 宗 (9i(z)) > 一 训 。 添加 实数 轴 上 的 某 些 线 段 于 C, 使 C 速成 一 闭 曲 
线 0' .因为 gx(z) 在 实数 轴 上 的 正则 点 上 取 实 数值 ,又 由 于 ga(z) 在 刀 及 其 内 部 都 是 正剧 
的 ， 故 在 刀 上 及 古 "的 内 部 都 成 立 着 完 (g(2)) > 一 豆 . 因 此 在 2 点 多 (gr(zo)) > 一 于 ,这 


是 与 六 (9i(zo) ) = 一 8 不 相 容 的 ， 故 当 们 (2) >0 时 , 父 (gi\2)) >0 。 同 样 可 以 证 明 当 之 (2) 
<<0 时 , 六 (gi(z2) ) <0。 这 就 证 明了 9i(z) ET,(Ro)。 
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如 果 / (z) 仅 有 有 限 个 极 , 那 未 泾 过 有 限 次 上 述 的 运算 ,得 到 

geGa) = 一 六 mu( 困 2 一 D.SuG 
gx(z) 在 Rs 中 如 果 不 是 实数 常数 , 必 为 正 旭 的 典型 实 照 夯 数 .此 时 定理 已 友 证 蛙 .如果 jz) 
在 Rs 中 具有 无 限 个 标点, 由 定理 5 知道 2 mi ( 27 一 1) 是 收 伍 的 , 故 gs(z) 在 Rs 中 除 


去 Jr 的 区 域 上 是 内 于 匀 伊 的 , 其 标 限 夯 数 9(2) 在 妨 中 或 为 一 常数 (实数 ) 或 为 正则 的 典 
型 实 照 画 数 .定理 证 蛙 . 


才 9(2) = 袜 oz" 在 Rs 中 , 是 一 个 正 旭 的 典型 实 昭 夯 数 ， 李 氏 书证 明 必 有 在 区 癌 


[0, <] 上 的 单 绸 增加 画 数 <(0) 及 8(O) 满 足下 面 两 个 关系 : 
二 | -au(b) -gm 一 ga- 二 | 98(OD) =w-a-r 
且 使 
g() 一 于 | .See oos 0)d8(0) 一 于 | ,Su(gz-r oosg)da(0) + (5.9) 


在 定理 7 的 情况 下 ,如 果 . 帮 2) ET' 必 2，2) 。 那 末 


ao 一 bo 十 立 < 
天 < 


一 一 am aa SS 一 一 
CQ 一 G_1 一 01 一 D_1 个 221 (可 1)， 
人 2 
da1 一 0q10_1 一 901 一 909-10_1 一 0 之 21 (1 r 生 ) 


总 之 ,从 (5.1) 与 5.2) 可 以 得 到 了 CR) 中 画 数 的 积分 表达 式 ， 
夏 道行 “用 别 的 方法 也 得 到 同样 的 车 果 . 
从 夯 数 的 积分 表达 式 也 可 得 到 定理 6. 


参考 文 献 


[1] 台 . Rogosinski，TDber positive harmonische Butwicklungen und typisch-reele Potenzreichen. Math: 
Zeit. 35(1932) ，93 一 121. 

[2] 工 . M. TorysrE，O THHE9HO BeIecTBeHHEIX yHEKIEHSX。MaTrex。o6. 27 (69)，(1950)，201 一 218. 

[3] A。W. Goodman，EFunctions typically-real and meromorphic in the unit circle，Trans.、 4，M AS.， 
81(1956) ,92 一 105. 

[4] JI eE HHpP，O TIHHIHO BeIIecTBeHHEIX dyHEKIIHHX B KDYIOBMM KOIEI6。、Tox。、4. 刀 。CCCP，92 (1953)， 
699 一 702. 

[5] 夏 道 行 ,多 连 区 域 上 的 典型 实 照 困 数 ,复旦 大 学 学 报 (自然 科学 ) 1957 年 第 1 期 ,1837 一 巧 4. 

[6] 2Z. Nehari and B. Schwarz，On the coe 和 cientg of univalent Laurent serieg， Proc， 4，M，8.，5 
(1954) ,212 一 217. 











pearEmmeweeeReeeesegpedea ne ge 




















多 数 本 他 报 9 做 





FUNCTIIONS TYPICALLY REAL AND MEROMORPHIC 
IN A CIRCULAR RING 


CHANG 下 AI-MING 


(Fi-taz Dioersity) 


ABSTRACT 


In the circeular ring Ri: 9g<<|%<1 let the fnetion jj(z) be meromorphie and 
satisfy the condition 
g(J Ga)).&(z) 0， 
小 he class of all such funetiongs 太 (2) will be denoted by 卫 ,( 玉 ，) 。 
Let the poles Wj of 太 2) GE 下.( 羽 ,) be arranged So that 
4<… 科 |2-?| 入 |2-i < 天 | 和 fs |2| 入 …<<1| 
Let the Laurent expansion for 太 2)in the ring 人 一 |2|<D (2 一 1D_i 0 一 |Di)be 
ja)= 袜 Den 


及 二 一 co 


then the 0，s are real numbers. Fixing 2' and Dp，denote the class of all such foncetiong 
jz)by TD ，D)，9<2 一 0D<< 工 

All the fonctions 矿 (z)of 全 (五 ,) Such that they are regular on2'=|2_i| < 二 |2|<< 
<1(9<< | 上 2 二 入 | =D) form a Sub-elass 全 (2 工 ) (全 (9 2D) )。 


he fancetion 
272 


(2 0) 一 二 工 一 2C9222z 十 93222 


is schlicht and typically-real in 玉 ,，where wa is real with absolute value less than 








] 1 
豆 (9+ 玫 小 
Theorem 1.， If 六 z) ET,( 玉 ,then the inequality 
(2) <|- (2，q) 
总 (让 (2)) 定 B g (2， CC) 








holdqs in 尽 ，for any real gc，jal < 豆 (+ 歼 )， provided that 立 (2) 尖 0. 
Theorem 2. 了 开 jz) ER)，then for each >in 瑟 ,, 立 (2) 尖 0，there exists 8 
real number gc 一 C(2) ， | 一 于 (9+ 站 Such that 


7 
7 


< | 这 2 Q) | 
| SS 02， C)|。 











Theorem 3. Under the conditiongs of Theorem 2，we have 
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(> ) 
jz) | 去 RE 将 





ec(2 G) | ， 











1 1<maz| -ACE| 184(z, a)|， 


Where Zu ji a eurVe With the extremities 2 一 十 qg and 2= 一 9， depending on the positive 
parameter b (0 一 juv(z, a) | ) and lying in the upper half or in the lower half of the 





ring according as 立 (2) >0 or 立 (z) 一 0 respectively，such that 7，approaches a Semi- 
cireumferencee of jz| =d a8 1 一 0. 

Theorem 4.， Let the negative number 一 ij be the residue of 7 六 (z) at the pole 
仿 。 上 ben 

(i) 让 六 2z) ET 9，2) ，and 0 一 0_1i 王 ,we have 
福 ，I10i ( 一 J<1; 


拭 


(ii) 让 Fz) ET (2 II)，and 901: 一 q-10_1: 一 9，We have 
一 nm2。 
忆 m-(- 估 )<9 
(iii) 证 六 2) ET (2 D)，and (1 十 92) 901 一 20_1 一 二 十 92，wWe have 
Si， 一 下 
习 [m( 调 -+ 六) 用 <1+9 


=) j - 
Theorem 5. Let po=0, then 
(i) 过.Fz) ET 92) ，wWe have 
一 By 2D) (0 一 Di) 入 0 一 DB 2) (0 一 D_1) 
when mn is even; and 
Am) (01 一 0_1) 坟 加 一 DB D) (0 一 0_1) 
when mw(>>1)ig odd，where 


刀 (m， 2) = 产 x (十 十 0 十 … 十 2 )， 


pn 
(ii) 证 六 2) GE.(2 TI ，we have 
2 2 二 员 一 工 区 。 NI 2 站 一 
B(n， ) (Di9 一 0 319- 二 Dog" 一 5_,9 <B(n， 多 (29 一 5_ag-3 
when mw is even; and 


pm) (89 一 019 二 和 gd 一 和-9-"< 了 (ni 生 ) (89 一 5_39-3) 


when mw(>1T) ig odd; 
(iii) 诈 六 2) GE 人 (2 2D) ，wWe have 


is 四 +eeaB(n, 全 ) 罗 和 





15-。 天 


于 生计 oBGn， 史 十 9 (元 )] 二- | "有 (ny 0) 十 9 :B(m2 ) 本 有 














50 数 学 学 报 9 知 





When % 诏 even; 


iu<Ta([B (nm 9) 一 gt (no)]2 一 [了 B(n D) 一 ge ]0 1)， 
5> /wo) 一 9 有 (, 呈 )] 六 一 | An) 一 9 一 瑟 (号 )] -| 》 
-< 了 《 人 [By 2) 一 4)] Da 一 [92BG 2D) 一 9 2， 


-esp 人 和 
-> 本 一 is 从 (ma) gB (mw， 辣 】 2 | Am) 一 9 B (w， 辣 】 二 
When % (>1) is odd . 

All the above estimates are precise 


Theorem 6. Oorresponding to a fonction 六 (2z) of 全 (已 ,) there exists a fnetion 
9 (2) regular and typically real in 环 .,， Such that 


2 ) 一 必 8 > 了 ”一 咏 ,= 人， 工 
1 -9 人 十 罗 u(21 DBo(e, o) 《2o 一 2 元)， 


了 


Where the mi(I 一 0， 士 1, 士 2; …) are the poles of 矿 (2z)in 玉 ,. 
Erom this result we can deduce an integral representation of 让 2) E 了 . (Rs 。 
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论 附 属于 某 种 连续 映像 的 不 等 式 
及 其 在 维和 维 空间 中 的 应 用 - 


《中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 


$1， 导 工 , 了 为 拓扑 空间 ,又 发 j: 并 -> 为 束 续 映像 。 J、 也 O、Whitehead) 证 
明 蕊 , 三 为 CT 从 而 了 能 导出 基本 群 及 上 同调 群 间 的 同 模 对 应 时 , j 为 同 偷 对 等 映像 ， 
映像 / 是 否 存在 ,不 仅 与 筷 , 了 的 基本 群 及 上 同 届 群 的 构造 有 关 , 而 与 互 , 了 内 在 的 几何 
千 构 有 密切 的 关系 。 过 入 照 像 导出 并 ,之 间 上 同调 群 的 准 同 模 对 应 关 , 那 未 产能 与 
某 些 准 同 模 对 应 相交 换 , 由 此 丁 也 0O. Whitehead 指出 正 妈 准 同 模 的 观念 ， 由 [ 委 可 知 
正则 同 模 芥 供应 我 们 许多 同 偷 不 变量 , 它们 是 直接 可 以 计算 的 东西 ,并 且 对 于 开 , 间 如 
午 映 像 的 分 类 问题 ,应 该 有 密切 的 关系 . 

我 们 现在 着 眼 在 特殊 的 连续 映像 : 发 / :了 -> 为 连续 映像 , 而 户 : 互 "7,G)-~ 
_>H*( 和 ,G) 对 所 有 的 与 系数 群 8, 常 有 了 上映 上 性 时 , 称 为 映 上 的 回炉 映像 。 若 产 对 所 
有 的 与 系数 群 8, 常 为 雾 核准 同 模 时 , 称 /为 零 核 的 过 秆 映像 。 我 们 的 目的 在 利用 重 撞 
素 趾 表达 筷 , 了 之 间 存 在 映 上 过 炉 映像 或 雳 核 速 续 映 像 的 必要 条 件 。 这 也 就 显示 出 重 撞 
这 在 同 偷 理论 中 占有 一 定 的 重要 意义 ,并 且 在 让 明 过 程 中 也 指示 出 其 他 由 正则 同 模 论 中 
获得 的 同 偷 不 变量 ,可 能 产生 其 他 的 必要 条 件 . 

融 0: 瑟 _>B 为 一 个 稚 维 空间 中 由 从 空间 卫 , 到 底 空间 了 3 的 稚 蕉 映像 。 若 有 截面 
1:B-_> 且 存在, 那 未 2f=1。 所 以 六 是 雾 核 的 连续 映像 , 矿 是 映 上 的 速 炉 映像 ， 因此 映 上 
违 德 映像 或 者 雪 核 速 入 映像 存在 的 必要 条 件 也 包含 徐 维 从 中 有 截面 存在 的 必要 条 件 . 

在 这 篇 文章 里 , 先 讨论 (1) 户 为 呐 上 加 闵 映 像 所 导出 的 准 同 模 对 应 , 那 未 .六 的 代数 
粘 构 有 什么 特殊 的 性 质 ? 主 要 车 果 包 含 在 引 理 1,2,4 中 。 应 用 引 理 5 和 引 理 7, 再 根据 六 
的 映 上 性 就 导出 习 , 了 间 的 重 撞 奉 应 适合 的 不 等 式 。 同 时 (2) 我 们 也 证 明 六 为 零 核 过 入 
映像 7 所 导出 的 准 同 模 对 应 时 , 六 的 代数 车 构 要 满足 引 理 1,3,4. 由 引 理 6,8 根据 户 才 
核 的 性 质 , 也 导出 蕊 ,7 间 的 重 搁 率 , 应 读 适合 的 不 等 式 ， 主 要 的 精 果 包含 在 8$ 4 的 定理 
I 与 定理 工 中 。 在 85 中 应 用 定理 工 及 定理 II 证 明 某 种 稚 维 空间 必定 不 可 能 具有 截面 . 


8$2， 襄 工 , 了 为 多 面体 ,又 设 广 开 一 了 为 连续 映像 。 记 了 为 整数 群 , 记 Ts 为 法 2 整 
数 群 以 ” 
内 :五 "( 司 7) 一 五 "全 ，T 了 Ta) 


4 :万 "( 素 ，T) ~> 万 +i( 和 7 


为 自然 映像 。 又 以 
为 Bockstein 记号 ， 狗 


” 1958 年 1 月 7 日 收 到 . 
了 0 4 的 定义 见 [3], 
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和 (CD :再 一 吾 CT 

为 Steenrod 乘 方 ， 以 王 代替 并, 那 未 同样 有 1，4, y8(Z)。 以 

户 : 机 (了 G) 一 万 "( 碟 ，G) 

表示 圳 续 映 像 了 所 导出 的 准 同 模 对 应 , 其 中 G 可 为 工 或 Ta, % 可 为 一 切 正 整 数 ， 这 种 准 
同 模 全 体 或 某 一 个 体 均 刀 为 产 , 那 未 

| 天 4=4 庆 17 一 3 (11) 
其 中 心 ,4, > 有 时 作用 在 并 的 上 同 届 群 中 ,有 时 作用 在 了 的 上 同调 群 中 , 如 果 不 引 起 什 
| 么 混淆 的 地 方 , 就 用 同一 符号 ,在 互 的 上 同调 系统 2 中 取 一 个 (wd) 自 同 构 ac, 它 包 含 每 
| 一 个 在 冬 的 上 同调 系统 中 的 群 的 自 同 构 , 满 足下 述 条 件 : 

2 一 上 aa ， da=ad， 

其 中 又 以 分 别 表示 属于 (4) 自 同 构 a 的 各 个 自 同 构 。 在 并 的 上 同调 系统 中 , 同样 可 
以 取 一 个 (w, 4) 自 同 构 ,使 得 w% 9 固定 时 ,根据 [可 把 Y%() 和 78() 化 成 范 形 CS) 


与 WX() 如下: 
QT78( 不 )a-1 一 人 1( 写 )， (2) 


BT )B 一 = 一 NT )， 
其 中 or-: 作用 于 瑟 "(,T) 上 ，B8 一 作用 于 已" 了 了 ,T) 上 , a 作用 于 五 *+e(E,T) 上 ,8 作 








用 于 五 "+"( 了 ,7T>) 上 。 
引 理 工 . 若 户 79 一 TY ， 那 末 
(a 广 8B 一 )NIYT) 一 NA) Ca 六 6 一)， 《3 ) 


其 逆 亦 仁 . 
| 征 ” 珊 产 7%(7) = 7y4( 开 ) 普 , 那 未 由 (2 ) 知 道 
(a 产 B-) NT 一 a 广 BC7)B- 
一 & 六 79( 了 )B- 
一 39( 瑟 ) 户 B-1 
一 078( 屋 )aria 广 8 一 = 和 X) (a 产 6-)， 








蛋 其 适 可 同样 证 明 ,从 略 . 
| 届 由 引 理 开 可 以 用 wa 广 8- 来 代替 广 . 当 广 是 映 上 时 ,，B 广 o 一 亦 是 映 上 的 。 当 . 产 是 需 


4 


| 


才 


核 时 ，&f"a-: 亦 是 雳 核 的 。 以 后 我 们 假定 . 广 适合 
三 NA ) 一 NACX) 三 。 〈 生 ) 
由 典型 的 方法 以 2” 
囊 "( 了 ,了 >) 王 几 瓦 "( 了 ,7) 十 4 2 万 "+1( 7) ， 
其 中 4 ”为 霉 核 准 同 模 , 满 足 44 =。 因为 广 1 = 人 广 , 所 以 
广 凡 :本 5) 了) 一 有 瓦 "和 ,了 ) 





于 广 为 映 上 时 , 亦 具 有 了 映 上 性 . 
以 准 同 模 对 应 
20: 吾 "( 和 ,7T) -> do+l( 和 7) 
为 投影 , 当 六 :再 (了 ,Ta) 一 万 "( 和 ,Ta) 
也 参看 [4 ] 或 L5 ]. 
2) 套 看 [ 3 ]. 
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具有 了 映 上 性 时 ,因为 . 户 | 凡 本 "( 了 ,了 T) :1 了 ,一 ADD 所 以 
2 产 | 作 瑟 "+1( 刺 ,7 :4 丽 "+1( 厂 ,7T) 一 4 万 "+1( 开 ,了 ) 
必 具 备 映 上 性 . 
误 . 广 是 雾 核 的 , 那 末 
产 | 有 再 "( 卫 , :1 万"( 三 ,TAB( 和 ,站 
显然 是 震 核 的 。 我 们 注意 
万 "( 忆 ,7 一任 有 w+t( 和 站) 


R 
和 4 


SC 
是 可 交换 的 。 因 为 4:42”…( 式 ,了 T) 一 > 五” 了) 是 雾 核 的 ,所 以 
d42 广 | 42 万 "+ (了 了) :42 厅 "+ (7 ,了 T) 一 3 万 *+1l( 和 了) 
的 核 序 2 广 | 42 吾 "了 了 7) ;42 三, 了) 一 4 三 了) 的 核 。 但 由 42=4 知 
42 广 | 4 五 (了 7) 一 4 三 | 42 开 (了 了) 
一 广 4 1 42 万” (了 ,了 ) (4 广 = 广 4) 
= 一 三 | : 厅 "… (了 了) 《44 一 了 ) 
因为 . 广 是 雾 核 的 ,所 以 42 广 | 4 五 "…( 了 了, 了) 是 雾 核 的 。 就 是 说 妈 广 | 4 五 叶 (了 , 了 ) 是 寺 
核 的 . 
总 车 以 上 的 和 车 果 , 得 到 
引 理 2， 若 矿 是 映 上 的 , 那 末 


产 |AB"( 了 :再 "( 卫 , 太 页 "( 筷 , 刀 (5) 
及 
2 六 | 4 ,TD 4 太太-> 疏 且 st 各 ,站 (6) 
均 为 映 上 的 。 其 利 , 若 产 |1wE"( 了 ,IT) 与 27| 入 本 "OP,I) 均 具 映 上 性 , 那 示 
因 :再 "(,T)-> 再 "(,Ta) 《7 ) 
亦 具 有 映 上 性 
引 理 2 的 迁 是 显然 的 . 


引 理 一 若 矿 和 村， Fiex 帮 直 《5 ) 及 《6 ) 都 是 雾 核 的 ， 其 递 若 (5 ) 与 


地 的 才 是 晤 然 的， 让 
起 豆 "(7 ,及 豆 "( 开 , 刀 的 基 元 各 为 由 (了 了, 六 《=1…， 生 8Cn 了 p) ) 与 we 人 


P 十 1 上 t 二 1 
(=1， 机 Zig(n 人 入， P) ) 其 中 (了 ， 2) (= 之 sn， P) 十 二 “二 之 sm， 了 ， p)) 与 


Pp=1 


丰 
Wi 入 ， (1 全 su 避 yp) 十 二 》 立 s(n， 下 ，p) ) 的 阶 为 2"up+D(p 一 0),|， Ya 3 


,0) -sw 了 ,0) -0)。 规定 加 (Cup)<mmp 二 Dom(nrn 十 D) 一 ce。 我 们 特别 留意 到 
sn 区,p) =0,s(n, 了 ,p)>0， 群 于 (,D) 及 瓦 "( 开 ,7 的 基 元 中 ,有 一 些 基 元 , 它 的 阶 是 
奇 质数 的 宕 ,这 些 基 元 我 们 略 去 不 讨论 ， 

页 "(F 7) 的 基 元 是 an( 了 (1 科 s(n 了,P) 和 个 2r0ttauoto (了 











二 weieetr mateumnaoerav < -aicm 一 om 
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丰 8 t 十 1 
检 说 sm 二 1,p) 0 富 sn+1， 闻 ，p) ， ti 一 0，.…， n+ 一。 在 瑟 "( 了 ，T2) 的 


基 元 中 介 胡 一 种 顺序 , 使 得 Ms 2) 排 在 4 2 (72 的 前 面 , 而 元 素 
tue (7 , 访 }》 的 顺序 与 宇 相 同 , 但 (427 7, 信 } 的 顺序 与 相 反 。 同样 对 
瑟 "( 民 ,Ta) 的 基 元 介 胃 这 种 顺序 ， 怕 
广 :万 "( 了 ,7T3) 一 万 "( 民 ;了 2) 
是 \w,4) 准 同 模 。 用 甜 阵 1 表示 . 广 , 使 天 中 各 烈 的 顺序 由 瑟 "( 了 ,7a) 的 基 元 的 顺序 决 
定 , W 中 各 行 的 顺序 ,由 五 " 民 ,Ts) 中 基 元 的 顺序 决定 
发 丈 为 任意 的 和 矩 阵 , 共 计 2 列 9 行 . 取 两 个 正 整 数列 {caiycs，…c 及 (52 5m) 


若 习 w=p, 习 芒 =Y。 那 末 把 再 分 为 个 列 阵 , 使 第 宇 个 列 阵 轧 包含 w 列 , 又 把 玖 分 


为 个 行 阵 , 使 第 了 个 行 阵 Cj 包含 太行 . 以 忌 与 0 的 交叉 部 分 为 型 ,/。 于 是 下 成 为 
m% 列 和 行 的 矩阵 [到 ,)]， 称 为 天 对 于 数列 fei aa，……，c) 与 (02，…， 和 ) 的 剖 分 。 车 
% 一 0%2， 而 且 1i,y=0 于 4< 7 时 碟 立 ， 那 末 [Li] 称 为 下 御 甜 阵 。 车 % 一 和 而 妈 =0 于 
> 了 时 成 立 , 则 称 L, 让 为 上 宇和 矩 阵 ， 

造 两 个 数列 (8 人 my 王 ,1 sy 了 ,十 1) sm 十 荆 了 75) 8 十 工大 , 工 )) 与 
fs 人 mn 吾 , 革 8 琶 yJ 十 十) 8 十 工 避 ,ori) 8 十 避 ,))， 作 甜 障 4 对 这 两 个 
数列 的 剖 分 , 刘 为 Lo。] ,wu 一 工 . ,Ya 十 In+i 十 荆 由 [和 可 知 L 人 是 下 千 和 矩阵 ， 

同样 以 

广 : 感 "+ (了 ,Ta) 一 五 " (Ta) (8) 

为 ( 由 ,4) 准 同 模 。 规 定 瑟 "+7 ,Ta) 的 基 元 4 32700100 人 Dot ( 玫 ) 与 Mt 的 顺 
序 , 使 人 ( 玉 ; 分 } 排 在 《MaLa+9 (三 ,分 》 之 前 ,使 {4*2m(e+qt+l， t 工 ) 一 Jpia+Q 二 II 
( 王 , 们 ) 的 顺序 与 妆 相同, 但 是 We 了, 7) 中 各 元 素 的 顺序 与 了 相反。 同样 对 五 "+4 
(YX, Ts) 的 元 素 介 胡 这 种 顺序 用 甜 阵 民 表示 准 同 模 (48 ), 工 且 使 各 列 行 的 顺序 与 瓦 "+。 
(,Ts) (五 "+ X ,Ta)) 中 各 基 元 的 对 应 顺序 相同 。 造 两 个 数列 人 sm 十 9 十 荆 ,1 , s(m 十 
9 十 1 了, 2)，…， se 十 9 十 荆 , 了 ，7n+a+1) 8 (十 9 了，7ord 十 症 )，8 (十 9， 症 yn+o)，…， 8 
(十 g, 了, 巧 ) 与 人 (二 +1T, 总 ,二 ss 十 dg 十 1， 瑟 2) ，… 和 Sn 十 9 十 荆 , 瑟 Yo+1)， 
8 (十 4 天， fr 十 二 ) 3 su 十 9， 入 ， ii 垂 阵 也 对 这 两 个 数列 的 剖 分 ， 是 上 人 守 算 陆 
{ 人 9 一 荆 Yo+o 十 Ia+o+rl 十 二 

准 同 模 W8(S) 与 WCGT7 ) 可 以 用 规范 化 的 甜 阵 表示 。 对 W%() 的 重 搁 牵 ri( 习 ) 造 
两 个 数列 如 下 :数列 守 ( 习 ) 中 包含 (十 rnsi 十 ) (n+ra 十 rn+orl 十 2) 个 元 素 , 排 烈 如 下 : 

了 (和 ) 一 《zi( 马 ) )T1,3( 避 ) 9 TTirnie+reterat 1 全 ) awkrwn48( 世 ) ， 


人 全 9》Trn 二 reti 十 1 2 ( 艺 ) 本 TI54rouat2yeatrwenats( 工 )} 9》 《 9 ) 
其 中 


Yort+g@ 十 Cut 十 工 


Turne+raen+3 人 全 ) 一 sw 大，0) 人 之 Ti)， 当 7 一 二， 2 rn 十 二 


Ye+g 十 六 1 十 工 
一 SG 十 工 ,并 ,n+ 十 7or 一 ?十 2) 一 吝 Z 久 位 )， 
当 1! 王 加 十 2 十 Yo 十 工 
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另 一 个 数列 下 (也 ) 中 包含 六。 十 Ya 十 之 (re 士 ra+d+l 十 二 ) 个 元 素 , 排 列 如 下 :; 
BE ) 一 人 ri 避 )9Tzzi( 是 )，--…， requeags()ogrieneaxkaey 
和 (10) 


Treet+ronga+ 坟 人 ? 下 3 We ) 交 ? Tra+resi+2， su 机 》 


其 中 





re 十 Feti 十 工 
贡 耻 
Er 人) 一 和 十 9 十 工 ,所 , 太 ) 一 人 多 .和 大 滞 及 一 工 Yo+o+I1) 


rnaf+daie+1l 
一 和 ( 十 dg ，Tarori 十 Yo 十 2 一 全 ) 一 》 Tik( 和 人) 


4 一] 


当 不 王 maoti 十 芋 0ro+d+1 十 n+ 寺 二 。 
同样 把 并 改作 工 就 蘑 得 两 个 整数 列 旬 (了 ) 与 6@( 了 7)。 以 矩阵 W(X) 代 表 N%(ZE) ,使 
N(X) 中 各 行 各 列 的 顺序 , 由 吾 "(X,， 7) 及 百 "*e(X,， Ts) 中 各 基 元 的 顺序 决定 。 把 
人 入 人 时 (并 ) 与 瑟 ( 工 ) 作 章 分 , 而 得 一 算 阵 LN)( 瑟 )] ,一 二 (ro 十 fn 十 二。 


3 33 了 ---。 攻 十 人 1 十 2) (ooFor 1 十 荆 ) 


weiseaamigmpeeengameeeEEEERRERaeeieaamemaam 


太 0 二 fo 于 卫 - 人 人 


由 [4 知 


# 
1 


ae ne Cr en 4 的 1 二 二 本 让 王 筷 (LI) 
1 一 工 ,Cr 十 To 十 二 ) ， 
大 一 工 ,--…-， (Tao 十 Tryri 十 十 ) ; 
其 中 mxz( TI) 才 示 立 x( 三 ) 列 的 对 角 么 模 垂 阵 ,而 其 他 的 Wii(2) 均 为 霉 矩阵 。 
同样 以 甜 障 WII) 代表 NI) , 则 入) 对 色 ( 了 ) 与 画 了 了 ) 作 章 分 而 成 为 矩阵 
LN)] ,其 中 人 了 ) 亦 为 甜 阵 , 把 三 改作 了 以 后 , (HH) 仍 成 立 , 而 其 他 的 Wy( 了 ) 均 为 
雾 矩 阵 。 
关系 式 产 Na( 门 = NE( 了) 广 如 用 和 矩阵 表示 , 则 得 
DENGCE)= 和 GO) IE。 (2) 
以 后 在 和 矩 障 对 , 工 ,W(E) 或 区 (三 ) 中 的 元 素 都 是 法 2 整数 ,不 再 说 明 . 
甜 阵 1 已 刘 分 为 LU j。 扫 辣 nrrsrz 及 Torrarsk 的 定义 可 知 歼 对 色 ( 了 ) 及 
多 (了 ) 作 章 分 时 ,正好 导电 了 .对 于 数列 
Tea( 了 ) Faz( 了 )，-…， Sr 
及 数列 
Tea( 且 ) ez( 生 ) 人 
的 剖 分 ,让 为 LU, ,-。]。 同 样 [对 @() ,G() 的 剖 分 导出 到, 的 剖 分 [Zi]。 
引 理 4. 车 12 这 阐 ， 球 未 筹 障 [MI 可 对 数列 至 () 及 守 ( 习 ) 作 章 分 后 ,所 导出 的 
Me。 的 剂 分 Ta] ,aa5 一 -rese 十 roseta 十 2) 必 为 上 同时 短 阵 [Z 中] 对 数 
列 五 (】 及 站 全 贡 后 ， 所 等 出 的 且 ,的 剖 分 Le ci 26) qd 一 荆 ，…， ra 十 fosi 十 2， 必 


引 理 卫 的 证 明 与 [ 绍 中 一 引 理 相仿 。 避 为 短 阵 , 记 太 的 列 数 与 行 数 为 "(T) 与 
中 .在 (42) 式 堪 第 考虑 列 数 为 第 匀 r(M,) +1 列 至 第 六 > (Mo) 列 而 行 数 自 第 


袜 c(T. ) 十 工行 至 第 全 S -cj) 行 的 元 素 全 体 , 和 写 们 构成 下 列 甜 障 : 


并 














nc 
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奴 o 十 工 A 
名 Musas 本 Ne_-aio+ljr+t( 蕊 ) 人 ou_bc + joT +2( 忆 ) is Wo-borldorDr (人 ) 
Wo_-bo+s,jir+t( 马 ) N_iDr+r2jr+2( 王 ) 和 Neo_uc+a2 drDr (入 ) (13) 


到 ) Nio,jir+2( 全 ) … 人 vodorDr( 生 ) 
其 中 aG=Mrxe 十 gorratdl 十 2， 7 一 on 十 go 十 2。 由 (人 于) 知道 在 (13) 中 出 现 的 和 矩阵 
[Now_-bcreyr+t( 开 )] (一 革 0 一 革 7T) 中 ,只 有 No_bvrrljrro( 吾 ) 不 是 雳 , 它 是 
Yojtt() 列 的 么 模 方 阵 ，。 又 Ma 已 剖 分 为 LMwsavoi。 轻 过 计算 以 后 ,可 知 (13) 邵 


企 六 4 
Tao+l,I (五 ) 姑 ， ra 31; 1, jo+1I tj+l 2 while 0 | 0 


ws( 上 ) hada;2,jrl 有 .123 人 旭 4 0 … 0 


(14) 


本 到 hytl 人 本 0 岗 0 


Tl,j+I( 福 ) Za,ji4+Ii( 有 入) … Tjo+fljo+fl( 宇 ) CN gj 站) 
to 届 士 2 w 0 
如 果 考 虑 (12) 右 端 , 那 未 列 数 在 袜 7(CMus) + 与 富 7CMeo) 之 间 ) 行 数 在 疡 e(E) 十 


+ 与 衬 e(D) 之 间 的 元 素 全体 ,构成 下 烈 短 阵 : 


4 一 

Ja+1l 

之 人 人 wa 可 es 1 (了 ) 。o fi 
hua > Nas(p-lr+s(7 ) 人 人 uc+2， 忆 万 (z) (15) 


Wowrle(o-DrtikI ) Woorbo(e-Drrs( 了 ) … Wouorboisr( 了 ) 
因为 Do 已 章 分 为 [Lonrzeo， 又 因为 (HL) 式 中 将 天 改作 了 工 后 仍 成 立 , 所 以 和 计算 
(13) 式 一 样 可 以 知道 (15) 印 

T1,j+I( 全 ) Ta,jHI( 室 ) 《 Tr,jHti( 伍 ) 
tc 了 oil 了 jlirtl3  。。 ayslals | 








Yii 工 3 川 了 ayyiiwLdI 了 sj， 
Yurilwri() 川 Zrajraiwrldi 了 jlji+lw+rls … sj 416) 
4 
in 0 0 0 
显然 当 (12) 成 立时 , 14) 与 (16) 应 相等 。 相 互 比较 便 得 
他 区 1 jo+di lo 十 二 ,大 (IL7) 
1=1 十 寺 ， 
有 一 工 ,Wo 十 十 ; 
La 0. 一人， (18) 
0 三 !>7o 十 二 
有 一 工 ,0 十 荆 ; 
也 j+Ji ie+l, 一 0， (19) 
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7 过 1 > Wo 十 十 ， 

1 王 荆 ……,7o 十 并。 
因为 [Wu。] 是 下 守 甜 阵 ， 所 以 我 们 只 注意 vs 的 情况 。 由 (18) 知道 徐 阵 LAf azz] 
中 无 论 为 工 至 十 1 间 什 么 数 , 常 可 制 断 和 矩阵 [Me 对 是 上 人 秆 敌阵 。 实际 上 也 就 是 
说 [fx 当 ，2 任意 固定 时 , 常 为 上 守 甜 阵 。 同 样 由 (19) 知道 [Zi;e。d] 是 下 守 乞 
阵 。 列 理 4 证 毕 . 

我 们 便 经 假定 广 WYG7) =NICY) 广 。 如 果 广 : 瑟 "( 了 ,Ta) 一 瑟 "( 瑟 ,Ta)，7 一 0 09 十 9 

是 两 个 已 欠 的 准 同 模 , 各 以 甜 阵 4 ,了 来 记 它 们 。 如 果 (17) , 18) , 19) 不 能 同时 成 立 , 那 
末 这 种 已 痊 的 准 同 模 决 不 能 由 如 纺 映 像 导 出 . 


$3 黄 有 法 2 整数 域 上 定义 的 向 量 空间 UV ,为 子 空间 Vi =I……jpm) 的 直 和 。 又 有 
另 一 法 2 整数 域 上 定义 的 向 量 空间 广 , 为 子 空间 产 (= 工 …， 如 ) 的 直 和 。 如 有 准 同 模 


户 D- 太 存在 ,满足 下 列 条 件 : 让 U, 与 fr 的 姑 元 为 &(D0) 与 di) ， 了 可 以 用 忆 d(DI 
列 , 衬 4(7) 行 的 短 阵 3 表示 ,把 1 对 整数 列 
| 六 ao， 衬 a00 pw， 福 ， aDO 1 


及 整数 列 1 一 (K 二 
1 袜 a070 人 200 oa 
作 章 分 ,而 成 Li] ， ?7 一 革 … 光 后 ,L 让 是 下 守 垂 阵 , 序 
Mi=0 于 4<7 时 成 立 . 《20) 
又 训 >] 时 , 短 阵 Wi 对 于 数列 
{Q CUG_an+i) ,QUG-ubn+a3) 0 CU)》 
及 数列 


{Q (Fo-bn+a) )Q(FG-Dbn+3) 三 Qi) } 
作 章 分 而 成 为 甜 障 [L,”oy ,其 中 和 >J) 是 任意 固定 的 ,而 <c, 2 在 1 至 人 间 变 动 。 再 
规定 La; 是 上 人 秆 甜 阵 , 即 
WUjioa= 一 0 于 aa>0 时 成 工 ， (2 ) 

若 \20) 与 (21) 成 立 , 则 六 V 一 矿 称 为 下 偏 准 同 模 , % 称 为 下 偶 准 同 模 了 的 节 . 

为 了 清楚 起 见 , 可 以 看 图 1 , 写 是 甜 阵 的 图 形 。 

我 们 现在 要 求 出 避 , 矿 之 间 存 在 映 上 的 下 仿 准 同 模 了 的 充 要 条 件 ; 也 要 求 出 避 , 天 之 
间 存 在 零 核 的 下 仿 准 同 模 /的 充 要 条 件 . 

敌阵 M 对 数列 《qt ) 剖 分 后 ,所 得 甜 阵 中 第 (一 切 m% 二 8 行 记 为 Co-bnre) 
第 “一 1)m 十 s 列 记 为 有 ebxrs。 在 Cu-bnxs 中 的 元 素 21 aos 如 不 为 雳 , 则 由 图 工 易 知 
cass 而 且 ， 可 以 从 ti 一 增加 至 8 一 1。 把 这 些 Maos 所 在 的 各 列 一 一 划 去 , 那 末 在 剩 
余 的 垂 阵 中 ， 


Cu_bn+a= 一 0， 
《一 上 一 ,一 2 一 二 3。 
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QG(F1)… GOFn) Q(FGk-Dn+rl)…QG(Fn) 
d(U1) 养 时 美 
0 基 关 
0 0 0 
0 0 基 关 
d(T) 0 | 0 0 | * 
辩 辩 江 | 共 盖 甘 壮 
0 关 人 0 六 类 关 
| 0 0 
0 0 二 戏 关 0 0 四 交 
GD2) 0| .01|0 闪 0 0 0 | 
Re Ye 
| | 六 激 | 37 | | 关 泊 | 
rr | 一 全 an 一 一 “ 一 一 
0 光 # | 0 | 0 | 
2 本 ae 村 0 
0Ol|ol。| 。|olo| 0|0|， 
} 
| Jr 站 且 是: | | | 
0|0|0|l|*|0|0|0|l*|01010 | 
邯 美 美 其 关 并 立 美 美 善 六 闭 
| } 
0 四 关 基 0 兴 所 关 0 | 兴 0 兴 关 关 
人 |, 半 | 本 0 | * | * 0|01| “| * 
| 
aajolololj*. loleljolj*|olo 0|j*|0o|o|ol* 






































图 1 

这 种 性 质 在 图 1 中 看 得 很 清楚 ， 选 取 一 个 单调 增加 的 整数 列 

(在 一 二 ) 见 十 si (如一 二 ) 寻 十 sz (大 一 荆 )m2 十 Si， 
在 矩 阵 NM 中 Cd,_w+w 有 非 雳 的 元 素 Maxtws。 把 这 些 元 素 所 在 的 各 列 划 去 ,再 在 剩 下 
来 的 憩 陈 Wi 中 考察 C0_bnray 如 有 非 雪 的 元 素 ,把 它们 所 在 的 各 列 也 划 去 。 如 果 ss 大 s1， 
那 末 由 图 1 易 知 Mi 中 Co,_-ubnrs 已 全 部 为 雾 ; 因 此 我 们 常 假定 数列 (人 sy) 是 单 贡 培 加 的 。 这 
样 速 纺 施 行 上 述 步 怠 ! 坎 后 ， 从 短 阵 M 获得 一 新 的 敌阵 有 天。 在 天 中 每 一 行 Ce_bn+e 由 
一 对 数值 ia) 决定 。 如 果 对 于 (ic) 有 整数 7 存在 , 天 ) 三 1/,， 且 能 

三 一 荆 坟 4 入 8 一 革 ，1 入 cc 入 8 
同时 成 立 , 那 末 这 种 正 整数 对 (ia) 的 全 体 记 为 4 在 天 中 我 们 知道 
Cu_ln+ro 一 0 

于 (ia)E4 时 成 立 。 考察 在 上 述 ! 个 步 又 中 , 划 去 了 的 各 列 , 它们 是 所 有 属于 4' 的 整数 
对 4,a) 所 对 应 的 列 Re_airo 人 全体， 因此 aai) 科 4 时 ,JU 在 三 are 中 的 投 
影 , 当 (a)E4 时 必 为 雾 。 总 车 以 上 的 梧 果 可 以 得 出 下 述 千 花 : 任意 选 出 两 个 单调 增加 
的 整数 列 且 = 人 杂 与 尺 = (ss 使 工 入 三 二 轨 < < 三 过 8 荆 坟 si 一 gs?< <S sw， 
称 (了 , 8S) 为 可 尤 许 的 数列 对 。 在 避 中 取 一 个 子 空间 7, S) 为 一 切 属于 4 的 整数 对 
(ia) 所 决定 的 子 空间 Qu_ainis 的 址 和。 在 太 中 取 一 个 子 空间 矿 ( 了 ,S) 为 一 切 属 于 寻 的 
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整数 对 (ia) 所 决定 的 子 空间 Fo_awss 的 直 和 。 以 JP,S) 在 六 中 的 梓 空间 为 CU (2， 
S), 又 以 有 (TS) 在 六 中 的 补 空间 为 C(T, S)。 如 果 了 是 下 仿 准 同 模 , 那 未 j 招 
CU(CT,AS) 映 和 CD,S) 中 ， 


引 理 5 5 存在 下 偶 准 同 模 J] : U 一 厂 具有 了 瞻 上 性 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 葵 的 可 尤 许 


先 证 明 引 理 5 及 引 理 6 的 必要 性 : 引 理 6 的 世 归 必 较 易 奸 胃 ， 因为 T, AS 已 给 时 ， 
J 丰 CUCT,SN) 将 CUCT,S) 映 入 CFT,9) 中 。 又 因为 了 是 雪 核 的 ,所 以 
dinn CU(T,S) 过 dimn CTS)。 
这 就 是 引 理 6 的 结果 . 
现在 证 明 引 理 5 的 必要 性 : 认 了 具有 上映 上 性 .因为 JICU CT,S):CUCT,S) 一 
一 CF(T,S) ,所 以 了 导出 下 列 准 同 模 : 
:ULCU(T,S) 一 有 /CS) 。 
因为 了 有 上映 上 性 ,所 以 太 亦 有 了 肌 上 性 ， 显 然 
UVI/CUGCT;S)STU DAS)， 
有 /CO (了 ,8S) 名 亚 ( 了 SS)。 
所 以 了 具有 了 上 映 上 性 时 ， 
dinmn VTS)> 三 dimn 下 (7,S)。 
这 就 证 明了 引 理 5 的 必要 性 . 
现在 要 证 明 引 理 5 的 充分 性 .如 果 对 于 一 切 可 尤 许 的 整数 列 对 (了 T,S) 而 车 ， 
dim VTS) 三 dimn 产 人 TS) ， 
那 末 要 作 一 个 下 偏 准 同 模 了 具有 了 上映 上 性 。 先 取 特 殊 的 数列 TS 使 工 仅 包含 一 个 数 
(一 革 ) ,而 有 仅 包 含 一 个 数 工 . 对 应 于 这 样 的 工 , 我 们 知道 
U(T;S)=Ua_bnri， 天 (TAN) 一 Fun+a。 


由 假定 
dim UN_ain+i 之 dim cnaa (22) 
这 时 候 相应 的 太 是 用 甜 阵 Mkxzaa 表示 的 。 由 (22) 不 妨 取 Mkeai 为 
时 0 aosesesee 0 
0 个人 


其 中 列 数 为 dim Uw-ania， 而 行 数 为 dim Fw_onxi。 在 甜 障 〈23) 中 主要 对 角 线 上 的 元 素 
均 为 工 , 但 其 他 元 素 均 为 雳 , 称 为 对 角 甜 阵 。 其 取 了 = 必 一 2)， = 十 , 那 末 

U(TS) 一 UV-anri 十 Ubbnriy 

太 (TA) 王 三 w-on+i 十 六 -iDnrl。 


这 时 个 了 是 由 甜 阵 
dim 矿 ->w+i .dinm (nn+a 
Ai 人 人 、_aageEPPA Var 人、 
dim Van+i ( 7， X- 姜 二 1 0 ) (24) 
dim UVo_nnia hx-lil,li ja 








wapevwaen- -see 一 一 
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麦 示 的 . 现在 由 引 理 5 的 假定 ,知道 除 (22) 外 从 有 
dim UVw-sn+i 十 dim Uw_ani 二 dim 下 -n+ 十 qin 大 -an+l) (25) 


如 果 dim Uw_ansz 三 dim Fw->n+i) 那 末 可 以 作 甜 阵 (24) 使 Wz-atati 与 Mkedli 均 为 
对 角 和 阵 ,而 Must-aai 为 雾 答 阵 。 这 样 决定 的 和 矩阵 (24) 所 代表 的 准 同 模 ./, 具有 了 映 上 人性. 
如 果 dim UVw_nrz< dimn Fw 那 末 先 取 定 Matadii 及 Medali 为 对 角 逢 阵 ， 然 
后 决定 Mt-irai 的 元 素 上 如下: 若 憩 阵 (22) 中 所 在 的 行内 已 有 "“ 工 出 现 于 NMk-az-aaa 
中 或 所 在 的 烈 内 已 有 1 出 现 于 Mkxueai 中 , 那 末 取 上 5=0。 如 不 然 旭 在 所 在 的 行 与 列 
中 选 定 有 一 次 出 现 1 而 同行 同 烈 的 其 他 元 素 均 为 雳 。 不 妨 假定 这 种 元 素 工 居于 行 数 列 
数 最 小 的 地 位 。 这 样 决定 的 憩 阵 (24) 应 如 下 图 : 








3 
10 | 
9 \ 1 
0 诗 0 
| 
和 0 和 
图 2 


它 所 代表 的 准 同 模 显然 具有 了 上映 上 性 . 

和 托 阵 1 已 章 分 成 胁 行 惫 烈 的 方 阵 。 现 在 要 用 归纳 法 把 敌阵 1 完全 决定 下 来 。 为 
此 把 自 工 至 因 许 整 数 重 新 排列 一 下 . 车 1 入 p 三 加, 孝 末 记 p= 织 十 ) ,7 一 0, 工 ……， 力 一 二 ; 
7 一 二 mi 定义 一 个 整数 贡 (p) 一 入 一 Y (一 0) 工 ……， 及 一 工 ; 7 一 二 ， “区 多) 。 国 数 了 把 自 工 
至 加 诸 整 数 重新 编排 了 一 下 。 我 们 要 定 出 图 1 所 表示 的 敌阵 W , 使 得 4 中 每 行 有 一 次 
出 现 工 ,但 同 列 没有 两 次 出 现 1。 我 们 又 要 求 双 中 工 所 居 的 位 置 、 行 数 与 列 数 尽 可 能 地 最 
小 。 明 po"= 和 二 1 又 坝 GO)<(p) 时 ，MNvrasy 均 已 定义 好 了 ， 适 合 我 们 的 条 件 . 
现在 要 定义 MW 中 的 Mu。 由 图 1 可 知 这 些 元 素 如 不 为 雳 , 针 为 

fi fidl;i2,71? 人 MT 


1 1 Ltd;a,7 站 1 (26) 


Li “和 和 有 

由 元 素 Mauy 决定 一 个 整数 , 刀 为 到 (Mrani)， 定 义 为 

Gii(CLhea) 王 (一 和 7 一 矿 十 荆 ， 
其 中 1<js<sji+1<i<1。 当 7) 厌 取 可 能 有 的 一 切 数值 时 于 的 值 在 1 到 7 一 人 中 变 
动 . 所 以 GDi,; 把 7 重新 排 成 一 种 顺序 ， 因为 当 有 (p ) <<@(p) 时 ， trdiay 均 已 
定义 好 了 ,所 以 在 甜 际 Br}(9) (和 9 大 和 一 分 ) 中 的 元 素 所 在 的 的 列 中 , 可 能 已 经 有 1 
出 现 , 可 能 不 公有 上 工 出 现 。 前 者 为 第 一 种 烈 , 后 者 为 第 二 种 列 。 记 第 二 种 列 的 列 数 为 
ti79)。 我 们 要 证 明 


不 天 一 们 ， 
之 ”2 739) qin (7)。 《27) 


人 二 
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如 果 (27) 成 立 , 那 未 我 们 可 以 取 一 个 整数 yw 使 得 
衬 rG 方 人 > dim〈 大 +) > 是 rr 9) 。 


在 敌阵 色 is 9) 和 9 大 go) 中 的 第 二 种 列 共 计 "4739) 列 。 先 在 5i td) 的 第 二 种 列 内 各 
与 列 数 最 小 。 再 在 多 :了 《2) Et wiuiyEie 1 这样 进 行 下 去 , 在 


邮 (go) 内 取 为 首 qim(Fw+7) 一 号 rr(i 9) 个 第 二 种 列 , 在 这 些 列 内 每 列 使 工 出 现 一 次 ， 


并 且 使 1 所 在 的 位 置 满足 我 们 的 要 求 ， 在 257 (go) 的 其 他 第 二 种 烈 的 元 素 ， 我 们 都 取 作 
雾 ， 再 取 甜 阵 @Gx; (9) (go 天 9) 为 雾 憩 阵 。 这 样 我 们 用 归 和 机 法 ,已 经 完全 决定 了 乍 阵 杂 。 

现在 只 要 证 明 (27) 式 就 可 以 了 .如 果 5709) 的 元 素 都 不 属于 第 一 种 列 , 那 末 
ri739g) 一 qim GCC9)。 取 了 为 4+1,A 为 7, 由 引 理 5 中 的 条 件 知道 


1 大 一 们 ) 


之 1 (739) 一 让 Di(9)=dim VTS) 三 dim 天 (了 TS) 三 dim (Fo)。 
如 果 5G5 (9) 的 元 素 有 属于 第 一 种 列 的 , 那 末 这 些 列 与 满足 下 列 条 件 
有 ((@ 一 二 wu 十 提 一 区 (p) (28) 


的 某 一 Cd_bnre 的 公共 部 分 内 ,一定 出 现 .， 记 (26) 中 各 和 阵 所 在 的 列 已 一 2 
8 一 1 一 工 7 的 全 体 为 刀 。 对 整数 < 十 蕊 如 有 正 整 数 。 存在 ,适合 (28) 式 , 卉 能 使 
cu-Dn+re 人 站 问 中 出 现 荆 , 那 末 记 这 些 qd 的 至 体 为 td dg<? 十 寺 ， 习 6, 瑟 (qd 一 二 wm 十 6 天 瑟 (o)， 
Cd- es 非 雾 徐 阵 } ,定义 
王 Min{dgljdg 一 ?十 1 习 e,G((d 一 1)m 十 e) 到 瑟 (p) ,co ，，_n 玉 非 雾 短 随 》 
对 于 记 e 存在 , 使 有 ( 眉 一 世 m 十 e)<Gp) , 卉 使 ca-aonxe 站 五 非 雪 甜 阵 的 。 记 这 些 
e 的 全 体 为 {e| 政 (( 丰 一 6)m 十 e) 二 亚 (p) ,cbnxen 羽 非 雾 算 陈 }。 定 义 
si 一 Max{e|(( 志 一 6)09 十 6)< 台 (pp) ,cabnxref 五 非 雾 算 阵 )。 
显然 ssJ。 著 S<7， 且 有 正 整 数 g, e 存在 , 满足 ss<e<7J， 同 时 使 cu-anxre 站 于 非 雳 逢 
阵 , 则 定义 
如 =Min{dldg 一 ?十 1 习 esi<e<7 canre 站 五 非 雾 矩阵 ) ， 
ss 一 Max{e| 瑟 ((ta 一 1)m 十 6) 天 王 (o)， 且 ca-an+re 站 五 非 雪 矩 阵 )。 
这 样 逐 步 进 行 下 去 , 我 们 得 到 单调 培 加 的 正 整 数列 也 ，… 如 1 与 人 ss 起 。 如 果 
s_i<), 但 不 存在 正 整 数 对 qd, e 使 si1<e<y), 且 使 co-bnnre 站 已 非 雳 答 阵 , 那 末 取 加 = 
一 1 十 1, % 一 7 而 得 到 正夫 加 数列 卫 = 也， 好 及 &= 《ss。 如 果 不 然 ,就 定义 
力 王 Min (dd 一 ?十 1 习 e，s_1<e<7 cn+e 站 瑟 非 雾 短 阵 )， 
si 一 Max {e|G(( 忆 一 1)m 十 e) 十 (Op) ，co-bnie 站 玉 非 雾 答 陈 }。 
因为 % 是 单调 培 加 的 ,所 以 ! 适当 大 时 , 不 可 能 有 0 与 e 存 在 使 s-i<e<y7， 且 使 
cao-anxre 站 五 非 雾 徐 障 。 因 此 不 妨 假定 已 获得 了 与 3 在 它们 当中 如 一 ?十 1 s 一 ). 

由 归 生 假 定 N 中 各 行 阵 COCv 于 @(o)<G(Gp) 时 ,已 定义 好 了 ,目的 想 造 出 短 阵 到, 使 
每 行 有 1 但 同行 同 烈 不 可 能 有 两 次 出 现 1。 又 在 定义 COw 时 , 已 使 上 可 能 出 现在 行 数列 
数 最 小 的 地 方 , 因此 如 ET, sES( 一 D) 时 ,利用 友 的 定义 , 知道 Moonaa(EC-nnra; 
2 一 如 …， 他 丈 王 上 …， su) 的 元 素 所 在 的 1 的 各 烈 中 ， 必 已 出 现 工 (此 种 1 属于 某 Co 
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@(p ) 一 G(p))。 这 个 性 质 记 为 《5)。 由 假定 
dinm 芝 (7N) 三 dim 矿 (,S)。 (29) 
因为 【7 IT 5) 中 每 一 个 基 元 对 应 于 型 中 一 列 , 而 三 位 ,8) 中 每 一 个 基 元 对 应 于 W 中 一 
行 。 从 杂 中 取 一 个 小 憩 阵 31 , 为 VTS) 中 各 基 元 对 应 的 列 与 斑 ( 了 ,SS) 中 各 基 元 对 应 
的 行 的 交叉 部 分 . 在 盎 中 除了 往 w+ 的 基 元 所 对 应 的 各 行 处 ,其 他 的 行 的 全 体 工 都 已 经 
定义 好 了 ,从 .M 中 划 去 这 些 行 , 那 末 留 下 来 的 行 是 广 wry 的 基 元 所 对 应 的 各 行 。 从 4 中 
划 去 工 中 工 所 在 的 各 列 , 利 用 性 质 () 便 知 剩 下 来 的 烈 朗 (27) 式 左 端的 全 部 第 二 种 烈 . 因 
为 从 M 中 划 去 的 行 数 与 列 数 是 相等 的 ,所 以 由 (29) 就 得 到 (27)。 引 理 5 证 旺 , 
现在 我 们 证 明 引 理 6 的 充分 性 。 这 一 部 分 和 引 理 5 的 充分 性 的 证 明 相 似 。 先 把 甜 阵 
了 的 各 列 瑟 + 辐 成 新 顺序 ,使 得 RsG 一 0 光一 1 = 二 和 ) 的 顺序 为 了 Roy) 一 
一 (一 ))8 十 十 1。 目的 在 造 一 个 下 仿 算 阵 到 ， 使 每 列 有 一 次 为 革 ， 而 同行 不 可 能 有 两 次 
为 1。 取 了 = (0,1) ,= 一 2) 。 由 假 珊 CUV TS) = 一 CO TS) = 天。 由 引 理 6 的 
假定 ,知道 dim Vs dim 大,。 我 们 可 以 命 Warww 为 对 角 甜 障 , 它 适 合 我 们 的 需要 。 显 
然 Marvn 为 Gd) 中 唯一 非 雪 的 元 素 。 假 定 我 们 已 经 对 一 切 小 于 p 的 m 作 了 G-1(p)， 
满足 我 们 的 要 求 。 若 GT 1p) =RRos 那 末 在 Rnr 中 的 元 素 可 能 不 等 于 雾 ( 和 矩 联 ) 的 是 


1 1 +1 op 1 
ho Li19 7 本 


(30) 


Li1i 九 了 9? Li 1 思 7+193?“””“”》 Ah 


对 这 些 元 素 排 一 个 次 序 内 ,使 得 
由 (Casawzo) 一 上 十 工 一 2 一 9 十 二 十 一 7 十 工 。 

我 们 注意 对 于 任意 的 数值 i， 7 都 有 几 jG= 工 63 一 0) 。 作 瑟 :1p) 时 , 工 如 果 
出 现 , 那 末 规定 这 些 工 出 现在 兴 v,y 的 数值 尽 可 能 小 的 Www 一 工 ,了 十 芋 2 一 刀 ， 
了 十 1 …, 9) 中 。 当然 我 们 可 以 规定 在 Wo 中 如 出 现 工 旭 工 所 处 的 行 数 与 列 数 都 
尽 可 能 地 小 。 当 工 9g 大 二 TIT) wm 一 9 十 也 时 ， 晤 709) 是 (30) 中 一 憩 阵 ， 的 元 素 决 定 M 
的 一 行 , 这 些 行 分 成 两 类 ,第 一 类 行 在 定义 殖 p') "<<p) 的 元 素 所 在 族 烈 时 已 出 现 革 ,第 
二 类 行 在 定义 下 (po ) (po <<p) 的 元 素 所 在 戎 列 时 未 出 现 1。 第 二 类 行 的 行 数 刘 为 
c739) 。 如 果 


(十 1)Cn 一 /二 1) 


cyI39) 三 dim Us+j 《3]) 


那 末 显然 可 以 作 Roy 一 2 po)， 满足 我 们 的 要 求 。 所 以 现在 只 需要 证 明 (31) 式 就 是 了 . 
我 们 假定 已 经 造 出 了 G-(p) (Op 二 p) 畜 烈 ,在 这 些 列 中 有 工 出 现 的 行 全 体 记 为 CO .以 C 有 改 
示 (30) 中 诸 元 素 所 占有 的 憩 阵 开 的 各 行 全 体 ， 定 义 C=C'nC. 以 
站 一 Max dd>? 十 革 习 e, e> 力 Re_anreng 非 雳 矩阵 )， 
3 一 Min (el|e>》) 玉 -anre 站 ec 非 老生 阵 )， 
假 届 已 经 决定 了 【《【 寿 ) 克 让 1 及 《有 ss 再 定义 
攻 王 Max {d|d> 十 1， 习 e, 79<e<sy-i, Ronrengc 非 雳 矩阵 )}， 
% 一 Min (el7<e<s-1) 忆 obnxre 站 C 非 雾 矮 阵 )}。 


时 
ETTDERITRTIT7 mm 
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不 妨 假定 ! 适当 大 时 , {d| 习 e, JI 一 e 二 s%_iy ro-inrefe 非 雳 敌阵 } 方才 是 一 个 空 集 , 那 未 
就 定义 共 =? 十 1,s( 一 7)。 显 然 也 ，…, 好 与 人 sl 3) 是 单调 减少 的 。 定义 单调 增加 的 数 
列 了 ,使 

力 一 工 , 加 一 办 2- 十 1 4 一 2 十 二 

8: 一 SI_i41 一 十 ，4 一 二 7; 

SI+1 一 旬 。 
特别 在 鼠 一 8 时 ,不 必定 义 fiy st 而 规定 也, S 各 仅 包 合 ! 项 显然 了 , S 是 单调 增加 
的 可 尤 许 数 烈 。 由 假定 ,对 于 这 样 的 数列 对 (了 ,3) 下列 不 等 式 应 成 立 : 

dim CU(T,S) 过 dm C(7,S) (32) 
考察 CUT,S) 及 CT 2) 两 个 空间 ,知道 


1 刀 ?1 下 -kt 一 1 状 
了 地) 二 mm 


0=0 9=/ Q=2 80 一刀 9=82-l 
过 、 NS 记 
严 有 
CO 太 ( 了 ,AS) 一 区 人 on+g 十 ， ， 二 0 
2=0 9=7 Q 一 2 了 思 = 村 9 一 83-1 


其 中 十 或 二 表示 直 和 。Vwv 对 应 于 到 中 的 列 阵 已 六 orv 对 应 于 于 中 的 行 阵 Oov。 
因为 p 大 8 一 革 , 且 9>7 或 者 94=7 了 但 2<3 时 ， 

驯 ( 尽 pa) 一 人 一 9g) 丰 十 十 芋 < 一 9 下 十 十 工 一 印 (RR+ 
常常 成 立 。 所 以 除 Us 以 外 ,CU CTS) 的 其 他 子 空间 ,例如 wwsrwy 所 对 应 的 对 的 列 阵 
本 pmn+u' 已 经 定义 好 了 . 假 蔽 


1 友 -1 一 荆 级 
了 w+oC 让 3 了 onseee 


Q=2 0 一 友 9=sa-l 


不 妨 以 如 过 2 入 如 -一 Isx_i 过 9 过 %。 考察 作 玉 -Dr 时 的 情况 : (五 -br 中 包含 
Ms ws s se , 在 了 中 所 占 的 行 , 就 是 Fuwsw 的 基 元 在 戏 中 的 对 应 各 行 。 (这 作 
gt ,tn+s 时 ,常常 规定 工 出 现在 炎 。 -lw ， 的 枉 数值 尽量 小 的 M 芭 av 中 (iii) 由 
此 -的 定义 知道 作 五 cubnre 时 ,已 赤 要 在 CI Re -bnxrw 中 出 现 1. (iv) 由 水 zw 的 
定义 容易 知道 形 。 seesf Cn Re -bnre 款 时 ， 
由 (LN < 

.由 (知道 作 玉 vs 时， 可 能 在 sw 的 基 元 所 对 应 的 形 的 行 中 出 现 1。， 由 (ii) 与 
(iv ) 知道 在 C 人 有 _ -n+w 中 如 果 出 现 了 工 , 那 末 和 mr+o 的 基 元 所 对 应 的 各 行 中 ) 必 全 已 
出 现 了 1。 由 (ii) 知道 C 站 Re -br 中 已 经 出 现 了 1。 然后 用 引 理 5 充分 性 的 证 明 方 
法 ,就 可 以 从 \32) 获 得 (31) 式 。 证 蛙 . 

我 们 再 考虑 一 种 准 同 模 广 儿 >7Y, 其 中 多 与 Y 均 为 法 2 和 癌 量 空间 ,而 儿 为 子 空间 
=，p0) 的 址 和 ，Y 为 子 空 闻 YI 一 工 ， …， hp) 的 直 和 。 训 dim 为 QU 9 


dim 7 为 4(XZ5)。 融 准 同 模 了 可 以 用 短 阵 工 玫 示 , 又 坝 研 对 数列 守 d(&0)， 社民 ab， 


9 
《一 (大 一 1)1 十 1 


六。 40a0) 及 数列 | 袜 a70， 衬 ex， 为， aYD | 的 种 范 EFo 为 


4 一 ( 开 一 1)NTTI 


上 后 和 矩阵 ; 工 对 于 数列 {&(&) } 及 数列 他 (Y2)} 的 章 分 ,如 为 [可 , 它 导出 五 ,对 于 数列 
{Q 《和 ZnDnrli Qi -nn+r2， et q()) 及 数列 《QUY GenDn+i) 》 QCY Ge_iDn+3) 二 dc 六 
的 衣 分 , 记 为 Loeo 让 ; 再 珊 [ED。o 让 中 把 全 )8 固定 ， 访 2 7 在 ] 到 多 间 变 动 时 ， 构成 下 秆 
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短 阵 。 了 可 以 用 这 样 的 矩阵 工 才 示 的 时 候 , 就 称 为 上 仿 准 同 模 。w 称 为 了 的 节 . 
_ 取 两 个 单 届 培 加 的 可 尤 许 的 正 整数 列 到 一 左 做; 故 ) 吉 及 8 一 SG 区 0)， 作 
整数 之 集 4 为 on 二 5 的 人 至 体 ,其 中 a;5 应 对 某 ;LE<is<D) 适 合 
| 0Os<a<t 一 二 gs 坟 5<n，(G=1 有). 
在 二 的 剂 分 [lv] 中 ， 1 ct 一 1Dn+s， (一 荆 ，…，pm) 的 全 体 构成 一 行 ， 记 为 Cu-in+s 44 一 二 
0 在 [ls 可 中 与 | ou-oess }G=1…) 有 非 雳 的 公共 元 素 各 列 的 至 体 为 《BR。}， 
aE 4。 从 [lv] 中 除去 这 些 烈 , 那 未 剩余 的 矩 阵 中 , 有 若干 行 的 元 素 全 为 雳 。 这 些 行 的 全 
体 就 是 {Cs} , aE4 .每 一 列 Rois 对 应 于 多 的 子 空间 Us, 每 一 行 Cu:。 对 应 于 六 的 子 
空间 Yis。 当 wa 在 4 中 变动 时 ,， 儿 。 的 全 体 的 直 和 , 构成 一 个 向 量 空间 多 (',S) ; 同时 
Y%Y- 的 全 体 的 直 和 构成 一 个 向 量 空 间 MY (TS)。 同 COUT, S)，CF(T,，S) 一 样 ,我 们 
有 CO% (TAI) 及 CY TAR )。 


作 一 个 半 @&() 列 的 方 障 9= [6 了 辣 


大 半 


0 1mod 2， 若 4 十 ?一 工 十 十 它 Q 0) ; 








(2 ,使 


中 
-1 


大 天 


=0mod 2， 若 4 十 7 地 工 十 亿 42)。 
又 作 一 个 习 4(0Y-) 列 的 方 陆 由 一 [0 了 一 二 衬 d(YZ)， 使 
(= mod 2， 于 ?十 7 一 工 十 包 d0Y) 时 成 立 ; 


=s=Umod2， 于 十 7 地 工 十 立 407) 时 成 立 . 


裔 /为 上 仿 准 同 模 , 作 表 示 /的 矩阵 工 ,并 且 考察 070', 它 显然 是 代表 7 的 一 个 矩阵 , 它 并 

且说 明 /也 是 下 偶 准 同 模 。 换 一 句 话 庆 , /是 上 偶 准 同 模 时 , 将 敌阵 工 中 各 行 的 砍 序 倒 

排 , 各 列 的 次 序 也 倒 排 , 那 未 得 到 的 甜 障 也 代表 太 , 而 了 就 成 为 下 偶 准 同 模 了 。 
根据 这 种 性 质 , 可 以 从 引 理 5 及 引 理 6 导出 下 烈 引 理 7， 8: 

引 理 7， 存在 上 偶 准 同 模 / :多 一 7 有 具有 了 映 上 性 之 充 要 条 件 为 


dim 终 ( 有 ,AS 三 dim Y (天 AS7) 
全 了 ，, 必 2 


-一 -一 -一 一 


dim Or S) <dim 2 S) 
对 于 一 切 可 万 许 的 单调 夫 加 数列 对 卫 ,8 常 能 成 立 . 
| 


] 8 4， 珊 也: 工 -> 为 过 村 映 像 ， 由 导出 从 属于 空间 了 的 (kw，4, 7) 系 业 到 从 属于 
空间 冬 的 (w，4, ?7) 系 统 间 的 正 旭 准 同 模 . 产 。 由 引 理 1 不 妨 假定 /NE) = NO) 广 。 
如 果 户 导出 的 准 同 模 恒 具有 了 映 上 性 , 那 未 由 引 理 2 知道 


户 |uBn(,D:uEe(, TD->AEeCE,DD， (33) 
2 产 | 4 有 n+L( 了 ,7T) :人 末 "+ 六 TD) -> 信 Fo+L( 三 ,7T)， (34) 
大 | 有 BT 了 ) :NE 7 了 ) 一 及 于 (ET)， 〈35) 
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和 广 | 4 万 "+2+1( 王 了) : 42 五 "+9+1 (了 ,了 ) 一 dd 万 *+o+1( 生 了) ， (36) 
都 是 喘 上 的 。 如 果 . 廊 导出 的 准 同 模 恒 具有 雾 核 性 , 那 末 由 引 理 3 知道 (33) , (34) , (35)， 
(36) 均 具备 圭 核 性 , 

现在 我 们 注意 (33) , (34) , (35) 及 (36) 四 个 准 同 模 的 性 质 。 因为 与 和 了 的 上 同调 群 
的 基 元 已 经 排 成 一 定 的 顺序 ,由 引 理 4 知道 (33) 和 (34) 是 下 含 准 同 模 , (35) 和 (36) 是 上 仿 
准 同 模 ， 

一 个 下 偏 准 同 模 包含 两 个 向 量 空间 9 ,大 以 及 一 个 准 同 模 .jV 一 广 :其 中 忆 与 广 均 为 
jwr 个 子 空间 的 直 和 ,这 些 子 空间 是 有 有 顺序 的 ; ” 称 为 节 ; 如 果 知 道 ,的 子 空 间 的 杀 数 ， 
那 示 表示 了 的 甜 阵 ， 开 ,有 一 定 的 形态 , 恰 如 图 1 所 表示 的 样子 。 一 个 上 含 准 同 模 也 包含 
两 个 向 量 空间 多 ，Y 区 及 一 个 准 同 模 浪 :多 一 外 。 其 中 和 父 和 7 均 为 如 个 子 空 间 的 站 
和 ; 2 也 称 为 节 ; 同 下 仿 准 同 模 一 样 ,如 果 知 道 多 ,7Y 的 子 空间 的 顺序 及 维 数 , 那 末 才 示 疙 
的 矩 阵 世 有 一 定 的 形态 ;把 图 1 所 表示 的 甜 阵 纱 中心 转 180 ,就 得 到 竹 阵 忆 应 有 的 形式 . 
总 之 下 偶 准 同 模 或 者 上 仿 准 同 模 的 形态 由 子 空间 的 个 数 、 节 、 及 按 顺序 各 子 空间 的 维 数 
等 完全 决定 。 现 在 把 下 偏 准 同 模 (33) ,34) 及 上 偶 准 同 模 \35) ,\36) 中 子 空间 个 数 、 节 、 子 
空间 的 准 数 等 列 成 表 1; 为 了 方便 起 见 , 把 (33) 同 (34) 各 写成 户 : 太 一 三 及 j: 太 一 请 ， 
又 把 (35) 同 (36) 各 写成 户 :Zl 一 YL 及 .12U >Y 



































表 工 
准 同 模 | 符 号 | 子 瞧 冯 个 数 节 | 按 顺 序 各 子 罕 间 的 粮 数 
下 仿 准 | 户 :CL>FL | 态 与 三 者 是 rn+g 叶 yn+gtt2 | 吕 ZL 一 工 夺 , 则 区 的 灯 数 即 灾 (了 ) 
司 模 (33) (rn 十 二 (>n+rg 十 9n+d+l 十 2) 中 第 1 个 元 素 . 
个 子 空 间 的 直 和 记 歼 = 二 刀 , 则 天 的 礁 数 序 歼 ( 工 ) 
中 第 ; 个 元 素 . 
下 偶 准 | js:D2->F2 | 7D2 与 F2 都 是 rn+g 十 rn+gtl 十 2 | 记 DC 一 之 0 划 夺 的 厅 数 序 在 
司 模 (34) rn+l(rn+g 十 ?n+d+l 十 2) 卫 ( 了 ) 中 第 
个 子 空间 的 直 和 . (Crn 十 贡 (rara 十 rn+g+l 中 2) 十 7 
个 元 素 . 
记 ?= 了 工 好 , 则 大 的 灯 数 序 五 (X) | 
中 第 
(rn 十 (rn+rg 十 rn+g+l 叶 2) 十 7 
个 元 素 ， 
上 仿 准 | :2L>Yd | ay 都 是 rr 十 rui 十 2 | 记 袜 = 并 旭 , 码 的 灯 数 序 丈 ( 且 中 
同 模 (35) (rn+g+l) (mm 十 rn+l 吓 2) 第 《十 7n+d+LCzn 十 9n+1 十 2) 个 元 素 
个 子 空间 的 直 租 、 记 六 1 一 忆 Y，7 的 灯 数 朗 2( 习 ) 
中 第 ?十 *n+a+tCrn 汪 rn+rl 十 2) 个 元 素 
上 仿 准 | .12:42->72 | MY 都 是 和 十 7n+1 十 马 记 22 一 芝 ?43 的 厅 数 郎 2Z) 中 
同 模 (86) rn+g+LCrmn 十 7n+i 二 2) 第 《 个 元 素 . 
个 子 空 闻 的 直 和 记 Y2 一 卫 Y?,，Y7 的 灯 数 郎 G() 
中 第 《 个 元 素 . 
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对 于 下 贪 准 同 横 有 可 尤 许 的 单调 增加 数列 对 ,如 果 知 道 这 种 数列 对 可 能 有 的 最 大 项 
数 与 上 界 , 那 末 可 以 知道 这 种 可 尤 许 的 数列 对 的 全 体 。 对 于 上 仿 准 同 模 的 可 尤 许 的 单调 
增加 数列 对 全体 , 也 可 以 这 样 决定 。 对 于 下 偶 准 同 模 (33) ，(34) 以 及 上 仿 准 同 模 《35)， 
《36) 的 可 尤 许 的 数列 对 的 性 质 , 列 成 表 2 如 下 : 



































雪 2 
| 
| 可 尤 许 的 数列 对 -= 
准 “ 同 ” 模 |， 可 克 关 的 数列 对 的 符号 与 性 屠 | “中 诅 要 的 5 界 ” | 。 数列 对 中 元 的 上 轩 
下 仿 准 同 模 (33) 权 74: ,起 ， ET 
人 1 委 六 十 eg 
从 es 
下 仿 准 同 模 (34) | 22 .从 ， 仓 <rnsl， 
人 ， 1， ys; 7 委 ”n+l 5 过”n+o 二 rn+o+l 二 2 
2 , 呈 部 全 病 增加 
上 篇 准 同 模 (385) | 和 1: fd 对 ， 本 <rwo+1 
0 [Li 、 I 和 rn+o 十 1 这 过 rr 十 msi 十 2 
75 孝昌 增加 ， 
上 人 篇 准 同 模 (86) 了 2 [好 好 }， 如 委 7n+ag+l 
72 [分 ; 1 委 ”n+a+l 位 和 7 十 rn+l 十 2 
3 了 2,92 都 单调 增加 ， 




















特别 规定 !=0 时 可 尤 许 的 数列 对 成 为 空 集 换言之 , 空 的 数列 对 也 包括 在 可 尤 许 之 
内 . 

根据 引 理 5,6,7,8 知道 

定理 工 识 妃 式 一 上 是 一 个 速 稿 映像， 和 j :三 人 了 ，G) 一 五 "( 习 ， 


NE “二 Da 革 et Sn 
(让 ) 任 取 从 属于 下 偶 准 同 模 (34) 的 可 尤 许 数列 对 \Z 9)， 则 


dim U2(72,S2) 三 qim 严 2(72.S2) ， 
(ii 任 取 从 属于 上 仿 准 同 模 (35) 的 可 万 首 数 列 对 (和 2， , 则 


rm dim WU1(0ZT1 .9GH>dim Ya0GT1 .GD ， 
(iv) 任 取 从 局 于 上 价 准 同 模 (36) 的 可 万 亲 数列 对 (Z”， 习 , 划 
2 
在 广 导 出 的 准 同 模 均 具 有 雾 核 性 时 ,有 


定理 工 ， 在 定理 工 中 的 广 如 果 和 党 帘 具 有 零 核 性 , 那 未 空间 , 了 中 从 属于 任意 一 


dim En ws 可 < ii CT wp 了 


《这 ) 发 《TS ) 对 下 偶 准 同 模 (34) 是 可 万 请 的 数列 对 , 那 未 
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dim CU2(T2?,S?) 二 dim CO?(72,S3?) 。 
(iii) 吉 (7 ,2 ) 是 对 于 上 贪 准 同 模 (35) 的 可 尤 许 数列 对 , 那 末 


dimn0aa0GT1 GD <dinOxyaiGra GD 
Gv) 发 9 ，7Y ) 是 对 于 上 仿 准 同 模 \36) 的 可 尤 数 烈 对, 那 未 
dim Or2(.7 23,.0 3 入 dimn OY3(7 3.I 2) 
因为 引 理 5 一 8 都 具有 充分 性 ,所 以 利用 重 拉 棕 来 描写 广 常 具 有 了 映 上 性 或 无 核 性 的 


必要 条 件 , 除 定理 工 与 定理 I 所 已 欠 的 外 ,不 可 能 产生 其 他 的 条 件 . 





$5， 奶 碾 , 了 为 拓扑 空间 7:X->7 为 连续 映像 。 根 据 Cartan-Serrem 的 意义 ,不 访 
把 上 了解 为 一 徐 维 映像 ， 碟 为 稚 蕉 空间 而 了 为 底 空间 。 众 礁 空间 的 截面 , 根据 定义 与 徐 
维 映像 了 有 关系 。 当 互 , 王 已 输 时 , 由 克 映 入 了 的 速 续 映 像 很 多 , 他 们 的 偷 类 是 极 难 计 
算 的 东西 。 如 果 9: 民 -> 了 亦 是 束 续 映像 ， 且 /一 9g, 那 未 由 了 同 9 按 Cartan-Serre 的 意义 
所 决定 的 两 个 秦 共 空间 是 对 等 的 。 如 果 jj3eg, 那 未 取 开 = 卫 一 S", 7 为 拓扑 映像 而 9 将 
S*= 矶 映 为 了 = Se 中 一 点 Pu, 那 未 由 产生 的 纵 维 空间 有 截面 , 但 是 由 9 产生 的 却 不 存 
在 ， 因 此 自 碟 到 了 的 加 入 映 像 ,如 果 属 于 不 同 的 偷 类 ,一 般 按 Cartan-Serre 的 意义 导出 
不 对 等 的 稚 维 空间 . 

丽 太 : 筷 _> 卫 为 徐 维 映像 ， 那 韦 有 截面 x: 卫 -> 碟 存在 时 ， 户 为 无 核 的 而 入 有 陕 上 
性 ， 由 定理 工 或 者 定理 II 中 任 取 一 不 等 式 , 记 如 《, 它 表示 民 中 某 些 重 撞 棕 的 和 应 不 小 
于 了 中 相当 的 重 撞 李 的 和 。 显 然 有 这 样 的 多 面体 互 及 也, 其 间 某 不 等 式 如 《者 不 成 立 ， 
那 未 根据 定理 I 或 者 定理 II 知道 任意 一 个 过 炉 映 像 /: 开 -> 王 按 Cartan-Serre 的 意义 看 
作 稚 维 空间 的 徐 继 映像 , 那 未 这 样 的 种 蕉 空间 中 ,一 定 不 存在 截面 ， 


8$6 ”此 地 只 用 到 重 乒 率 . 如 果 把 正 旭 同 模 论 咽 中 介 砷 进来 的 其 他 不 变量 , 应 用 到 我 
们 所 讨论 的 问题 中 去 ,可 能 产生 更 多 必要 条 件 。 当 互 , 了 为 特殊 的 空间 时 , 我 们 队 望 可 以 
获得 并, 了 间 存 在 速 纺 喘 像 ,导出 一 切 上 同调 群 间 映 上 准 同 模 或 无 核准 同 模 的 充 要 条 件 . 
现在 获得 的 必要 条 件 应 该 可 以 用 来 针 定 某 些 稚 维 空间 不 存在 截面 的 性 质 ， 但 和 需 实际 的 
计算 。 可 能 通过 这 一 些 计 算 ,会 促进 这 一 种 问题 的 研究 . 

这 里 只 用 到 'Steenrod 乘 方 。 如 果 考 虑 其 他 的 上 同调 运算 , 那 未 一 定 可 以 使 灶 果 丰 
富 些 ， 但 是 代数 技术 上 的 困难 可 能 是 会 产生 的 . 5 
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ON INTRINSIC INEQUALITIES ASSOCIATED WITH 
CERTAIN CONTINUOUS MAPPINGS AND THEIR 
APPLICATION TO _ FIBER SPACES 


OHANG RU-CHENG 


(Istitute of Mathemiatics，4dcademMia Sintca) 


ABSTRACT 


Between two polyheadra 民 and 了 让 there exists a map， 太 : 和 一 > 疡 ，wWwhich 
inducees isomorphisms into of cohomology groups of } with respect to any given 
c06 征 cient group into the corresponding cohomology groups of 并，then there maust 
be some““internal ”properties between 和 and 二. Our purpose is to express these 
properties by meang of algebraic relations， Of course We Imay also considqer the 
pioblem 证 丰 induces such homomorphisms 广 : 五 "( 了 ,G) 一 瑟 "(XG) which are 
always onto. Due to the development of theory of propsr isomorphismsc9 we have 
aad a number of easily computable homotopy invariants associated with a polyhedron， 
The simplest among those invariants are blocek invariants5，Jn this paper we give 
complete exposition of inequalities between block invariants of X and 证 there 
到 a Imap 六 忆 一 了 such that 广 : 五 "( 了 了 , G) 一 万 "(,G) is alwaygs isomorphism into 
or homomorphism onto for al nm” and GThe results are applicable to fiber theory 
because the fber map 2: 五 ~ 也 induces homomorphisms 2 五"( 妃 ，G) 一 万 "( 有 五 ，G) 
Which are always isomorphismgs into 让 there is a section. An outline of thig paper 


has appeared in 8Seience Record，Academia Sinica，1958. 
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1959 年 3 月 AGOTA MATHEMATIOA SINIOA March, 1959 
几 种 类 型 的 太 室 间 的 特征 ” 
某 友 入 
(复旦 大 学 数学 桑 ) 


8$1.， 引导 ”假发 非 平 坦 的 ? 维 黎 曼 空 间 的 曲率 张 量 Rsrx 在 每 一 点 恒 满 足下 列 关 


系 : 
zi 十 有 koi 十 已 ok 一 0， (1.1) 
其 中 % 是 其 一 向 量 场 , 同 时 也 满足 
和 ix 一 Xi1 开 Ni， (1L.2a) 
或 
Fi 一 0 (1 .2b) 


那么 A. G. Walker' 称 它 为 天 "空间 , 本 文 将 按 Ricei 张 量 Re 的 秩 数 而 把 外, 分类， 
给 出 每 类 的 天， 的 特征 ， 并 讨论 了 向 量 % 的 一 些 性 质 。 文 中 所 采用 的 有 关 平 行 平 面 等 概 
念 也 见于 Walker 的 定义 。 在 8$ 8 中 我 们 证 明 共 形 平坦 的 K， 与 容 有 一 平行 雳 向 量 场 
的 共 形 下 坦 空 间 是 等 价 的 。 天， 是 次 射影 空间 的 特征 是 天 "为 共 形 盏 坦 空 间 。 最 后 在 84 
中 定义 次 单纯 的 天” 空间 ,者 找 出 其 为 调和 的 充 要 条 件 。 证 明 请 (2> 革 ) 雾 展 开 的 天 2-1 
是 调和 的 充 要 条 件 是 下 2z-i 为 Einstein 空间 。 及 雾 展 开 的 开 2， 必 是 调和 的 . 
$2， 为 了 把 下 , 按 了 5 的 秩 数 而 分 类 ,我 们 首先 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 1， 大; 非 的 平坦 懂 开 的 充 要 条 件 是 其 Ricei 张 量 可 以 写成 
五 一 PN， (2.1) 
式 中 p 是 一 数量 ,和 是 一 平行 霉 向 量 场 . 
假发 天， 是 三 > 的 平坦 展开 , 那 末 其 Rs 的 秩 数 等 于 了: 的 Rs 的 秩 数 ， 因而 除 平坦 的 
情况 外 ,其 秩 数 等 于 2, 所 以 (2. 了 成 立时 天 "不 能 是 六 > 的 平坦 展开 . 
为 证 必要 性 ,不 妨 假 坑 Rs 关 0, 否 旭 (2.1) 恒 成 立 。 假 发 天 非 六 平坦 展开 , 那么 这 
时 它 只 能 有 两 种 情况 : (i ) 开 * 是 非 单 纯 。(〈 主 ) 开 * 是 五 s 的 平坦 展开 。 若 开 。 是 非 单 钝 
的 ,那么 有 一 下 行 雾 向 量 场 Xe; 使 得 xccX ,因而 
xi 一 0， (2.2) 
以 生 与 民 . 轧 合并 ,利用 (2.2)，, 序 得 
玉 XI 一 忆 021， (2.3) 
由 于 Row:#0 的 假发, 即 得 
玉 W 一 SXiWNi 一 DNXi， 
式 中 s, p 是 一 不 等 于 雾 的 数量 。 若 玉 * 是 开 ; 的 平坦 展开 ,那么 问题 归 粘 到 在 开 s 的 场合 
证 明定 理 的 必要 性 ， 因 为 当 m= 8 时 其 共 形 曲率 张 量 恒 等 于 雾 , 再 由 于 天 s 的 数量 曲率 等 


* 1958 年 6 月 19 日 收 到 ， 
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于 零 P,, 得 到 


mk 人 人 (Rugu 十 已 kxgw 一 瑟 ik95 一 忆 Ouz) 一 0， (2.4) 
因为 开 3 pe 和 NOD， 以 入 与 上 式 合 ， 
五, 一 且 i 】 (2 e 5) 


由 于 到 5 关 0 的 假 坝 , 即 得 (2.1) 。 容 易 知 道 当 Ri 关 0 时 (2.1) 的 表示 方法 是 唯一 的 。 定 理 
证 毕 . 

从 定理 工 得 知 任何 天， 的 了 5 的 秩 数 小 于 或 等 于 2， 因 此 我 们 可 按照 Rs 的 秩 数 等 于 
0, 1 或 2 而 把 开 ， 分 成 三 类 ,依次 称 它们 为 霉 阶 , 工 阶 或 2 阶 的 天 。. 

(i ) 雾 阶 的 天 这 时 有 Res 一 0, 因此 是 雪 数 量 曲率 的 Einstein 空间 ,反之 , 若 开 
Einstein 空间 , 那 末 必 有 Ru=0。 因 此 五" 为 雳 阶 的 充 要 条 件 是 天, 为 Einstein 空间 . 这 
时 Er 的 产生 平面 为 0 平面 。 

(站 ) 一 阶 的 天 从 定理 工 立刻 可 以 得 到 ,要 使 其 。 变 为 一 阶 的 充 要 条 件 是 :下 。 是 五 a 
的 平坦 展开 或 天 ， 是非 简 单 非 Einstein 的 ,这 时 定理 工 可 改写 成 为 : 玉 。 变 为 一 阶 的 充 要 
条 件 是 BR 可 以 写 碟 (2.1)， 其 中 p 关 0,， 因 而 向 量 入 的 几何 意义 为 :做 是 五 5 的 产生 平面 . 

(iii) 阶 的 天 由 定理 工 知 ， 天 , 是 二 阶 的 天， 的 充 要 条 件 : 玉 ,= 和 >: x 一 。:。 显然 
其 Rs 的 产生 平面 不 可 能 是 严格 平行 , 否则 必 为 平坦 的 。 由 此 得 到 , 天 。 是 一 阶 的 充 要 条 
件 为 Ro 的 产生 平面 是 严格 平行 的 。 所 以 依 Rs 的 秩 数 来 分 类 ,实际 上 ,等 价 于 傅 己 5 的 产 
生平 面 的 性 质 来 分 类 . 

若 以 gixzgi 与 代 . 思 合并 , 即 得 

玉 xX 一 2Rxi 一 0， (2.6) 
故 得 : % 在 Ru 的 连带 奉 面 的 充 要 条 件 为 玉 =0， 下 面 我 们 证 明 

定理 2.， ”为 Ri 的 产生 平面 的 充 要 条 件 是 天 。 变 为 一 阶 的 且 其 % 为 才 疝 量 . 

若 % 是 瑟 5 的 产生 平面 ,那么 显然 此 天 ,是 一 阶 的 ,因而 有 =0?， 利 用 上 面 辣 果 得 
知 , xi 也 在 Ri 的 连带 平面 上 , 因而“ 必 是 雳 向 量 。 为 证 充分 性 ,我 们 先 证 下 面 的 引 理 

引 理 。 一 阶 的 天 ,其 Re 能 写成 

及 0 一 PXiXi (p 为 一 数量 ) (2.7 

的 充 要 条 件 是 x 为 震 向 量 . 

上 只 要 在 天 s 的 场合 证 明 引 理 就 够 了 . 若 Ri 能 写成 (2.7)。 由 (2.7) 的 表示 方 
法 是 唯一 的 利用 定理 二 因而 有 xccX, 入 是 天 s 唯一 的 平行 才 向 量 场 .反之 ,车 有 xicc 和 ， 
那么 由 (2.1) 而 得 (2.7) , 故 一 阶 的 天 * 其 R5 能 写成 (2.7) 的 充 要 条 件 是 xcc 和 。 由 此 ,为 
证 引 理 的 充分 性 ,只 要 证 明 % 为 雾 向 量 的 玉 s 必 成 立 wocN 。 实 际 上 , 开 s 的 弘 素 常常 化 
为 

ds2 一 之 gasedordo 十 2dxz2dzs. (2.8) 

这 时 平行 老 向 量 场 xy 有 反 变 支 量 \0, 0, 二 ) 且 有 共 变 支 量 为 (0, 1, 0) ， 由 计算 得 到 对 应 
的 2 
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因为 Ra 9 都 只 是 好 ,入 的 本 数 ,所 以 xs=0.。 由 和 瓜 是 才 向 量 的 假 届 而 有 
92Mj 一 0。 
利用 9 锭 = 多 一 0，9% 振 开 和 xs=0 得 出 馈 =0。 故 % 的 共 变 支 量 是 (0,， xs 0)。 因而 有 
xccXy 。 引 理 证 星 . 
假 届 一 阶 的 开 * 若 其 % 为 雾 向 量 , 利 用 引 理 即 得 其 Ri 可 以 写成 (2.7) ,由 于 开 ， 为 
阶 的 ,那么 (2.7) 中 的 p 不 等 于 雳 ,因而 %% 是 Ru 的 产生 平面 。 定 理 证 蛙 . 
3 方便 上 ,我 们 称 共 形 平坦 的 天 "空间 为 CE 工 且 证 明 下 面 的 定理 ; 
定理 3 要 使 广 , 变 为 ox”, 充 要 条 件 是 黎 曼 曲 棕 张 量具 有 形式 
Riz 一 SCINN 人 xz 一 Ia 十 9gixz 和 by 一 9iNz) ， (8: 切 
式 中 。 是 一 数量 , 旦 X 是 平行 圭 向 量 场 ， 
假发 天 ,的 曲 棕 量 具有 形式 (3.1) ,那么 把 它 代 入 民 . 忆 和 ( 民 .2a) 或 寺 .2b)， 便 可 直 
接 验 证 这 六 , 是 天” 空间. 另 一 方面 ,用 9 与 (3. 了 1) 合并 ,并 注意 x 是 圭 向 量 场 , 即 得 
忆 J 一 (2 一 多 )S 和 7 (3.2) 
式 中 Bi 是 Rieei 张 量 。 又 用 9% 与 上 式 合并 ,得 出 玉 = 0， 由 此 易 知 共 形 曲 棕 张 量 恒 等 于 
雳 。 又 从 (3.2) 得 到 
有 oz 一 Roy (8.3) 
这 表 示 了 ,这 大, 是 共 形 平坦 的 ,因而 广 , 是 CK 
反之 ,假设 六 是 OK ,那么 它 不 可 能 是 雾 阶 的 , 否则 P, 必 是 平坦 的 。 同 时 六, 也 不 
可 能 是 二 阶 的 , 否 划 有 
,一 盏 开 玉 
其 中 五 表示 欧 氏 空间 ,这 时 由 卫 . A. Fieken” 的 定理 ,得 知 开 ， 必 为 常 曲 率 空 间 . 但 由 信也 
易 知 天 ”空间 除了 平坦 空间 外 ,不 可 能 是 常 曲 率 空 间 . 故 六 ,只 能 是 一 阶 的 ,由 定理 工 得 
Ru 一 Pi， (3 .4) 
其 中 po 为 不 等 于 雾 的 数量 ，X 为 平行 雳 向 量 场 。 另 一 方面 , 由 于 CO 天 ”是 共 形 平坦 的 ， 故 
其 共 形 曲率 臣 量 恒 等 于 雾 , 利 用 玉 =0, 得 到 


民 iii 一 一 -一 (CERNw9ik 十 及 2901 一 了 kx95 一 民 Ri9iz) e (3 。 5) 


把 (3.4) 代 入 (3.5), 即 得 (3.1)， 定理 证 蛙 , 
如 果 广 , 是 c 左 ,那么 它 的 曲率 张 量 可 写成 (5.1) ,其 中 按照 C 下 ”是 对 称 或 非 对 称 的 


关系 , s=congst 或 


O 


8 一 0 (xu =- 否 ， c=eonst) (3.6) 


另 一 方面 由 于 呈 
wm 一 -3 一 xi exp( 一 JGax)， (3.7) 


其 中 瑟 仅 是 x 的 数 ,所 以 x 仅 是 和 的 画 数 , 且 从 (3.7) ,得 知 s 仅 是 和 的 画 数 ,， 这样, 按 

(3.2) 得 知 次 射影 空间 的 PamrepegHi 条 件 ( 了 3) 叫 这 时 恒 成 立 , 又 由 于 CK 是 共 形 盏 坦 ,其 

余 的 PammepegHi 条 件 (4) ，(4) 显然 成 立 , 因 而 OK 必 是 区 射影 空间 ,这 样 一 来 ,得 到 
定理 4， 当 而 且 只 当 开 ”空间 是 共 形 下 坦 时 , 才 是 砍 射 影 空间 。 
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现在 我 们 要 利用 定理 1 来 证 明 

定理 5.， 共 形 下 坦 空间 当 而 且 只 当 它 容 有 一 平行 雾 向 量 场 时 , 才 变 为 CK”. 

假 芒 共 形 平坦 空间 是 天 ”空间 , 那么 它 必 是 一 阶 的 ; 因而 容 有 一 平行 震 向 量 场 ， 而 且 
只 能 有 一 平行 向 量 场 , 实 际 上 ,如 果 还 有 另 一 平行 向 量 场 *, 那么 利用 (3.1) 可 得 到 
0=aiRurx 一 sS(OCMW 一 CNk) ， (3.8) 
所 以 0 一 PNi。 


反之 , 如 果 共 形 平坦 空间 容 有 一 平行 圭 向 量 场 ,由 于 其 共 形 曲率 张 量 等 于 雾 , 而 有 


oz 十 (Ru9gtx 十 瑟 gu 一 go 一 情 59Az) 十 CC 《9hix9y 一 0ugiz) 王 0，(3.9) 








锡 一 冯 
及 入 与 其 合并 ， 
XMLRu 一 一 gzx) 一 和 (R -一 )， (3.10) 


由 于 平坦 的 情况 除外 ，BRu 一 一 全 guz0, 因而 








Rso 一 -二 9g5 一 Ph)， 《3 . 芋 ) 


其 中 p 是 一 数量 。 用 9%? 与 其 合并 , 且 利 用 和 是 雾 向 量 的 假发 , 序 得 瓦 = 0, 把 这 些 辕 果 代 
和 人 (3.9) ,就 知道 曲率 张 量 可 以 写成 (3.1) ,所 以 必 为 CE *。 定 理 证 蛙 . 

下 面 我 们 要 证 明 

定理 6 C 天 "中 的 全 测 地 超 曲 面 有 二 特征 : (i) 超 曲面 是 CK", (ii) 它 是 以 里 契 主 方 
向 为 法 向 量 的 全 脐 点 超 曲面 . 

(的 必要 性 是 显然 的 ”。 若 CK “中 的 全 膀 点 超 曲面 的 方程 是 : 多 = 多 (z)， 那 么 其 
高 斯 方程 是 


忆 呈 < (guw9ix 一 9hx9ghi) 中 民 sors0 外 1 2 》 (3.12) 


而 且 民 。67ys 一 8 (au 入 6 和 Ns ae Cus 入 6A> 十 C6bAaA: C6>y 和 Xu 和 s) ? 


式 中 ace，Roey，96，Biix 依次 为 C 天 ”和 全 脐 点 超 曲面 的 基本 臣 量 和 曲率 张 量 , 和 是 
CK ”中 的 平行 雳 向 量 场 。 CK -中 对 应 于 非 宪 平均 曲 奉 的 里 契 主 方向 显然 与 Xu 正 交 , 而 
从 瑟 so 一 pahs 易 知 ， 对 应 于 孝 平 均 曲率 的 里 契 主 方向 也 必 与 Xe 正 交 , 所 以 C 天 ”中 所 有 
的 里 契 主 方向 必 与 Xc 正 交 。 如 果 全 了 膀 点 超 曲 面 是 全 测 地 的 , 那么 , 由 于 (il) 的 必要 性 , 导 
出 和 必 切 于 全 测 地 超 曲面 ,因而 有 


Do 
pa w 和 


X 是 X4 在 全 测 地 超 曲 面 上 的 分 量 , 把 它 代 入 (3.12) ,并 利用 @Q=0, 即 得 
玉 Nik 一 SC9N 和 xz 一 gak 和 Ni 十 9Iiz 和 ay 一 95XAXk) 。 (3.14) 
入 在 超 曲面 上 显然 是 平行 的 ,利用 定理 3, 即 知 C 开 ”中 的 全 测 地 超 曲面 必 为 CEK "。 其 为 
对 称 或 非 对 称 的 性 质 是 与 空间 为 对 称 或 非 对 称 是 一 致 的 。 且 其 中 的 % 是 空间 对 应 的 % 
在 公测 地 超 曲 面 上 的 分 量 . 
反之 ,对 于 以 里 契 主 方向 为 法 线 向 量 的 全 了 膀 点 超 曲面 ,就 有 


(3.13) 
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羽 xi 一 6 (9ugtzk 一 ghxgi) 十 SCIwNz 一 Oh 十 IOizy 一 Ia 和 Nb) 。 (3.15) 


如 果 以 9%"g4 与 其 合并 ， 即 得 
玉 ==e( 一 92) 

如 果 全 及 点 超 曲面 是 CO 开 *, 那么 由 定理 3, 邹 知 数量 曲率 为 雳 。 从 而 &=0, 因而 它 是 全 
渴 地 的 ， 

从 这 定理 可 得 

推 花 。 CK "中 的 @=eonst:#0 的 全 腾 点 超 曲面 必 是 共 形 平坦 的 ,但 不 可 能 是 天 “。 

8$8 4， 我 们 采用 Walker 的 记号 ,以 五 K"” 表示 调和 的 下 "空间 , 由 于 每 一 五" 必 是 
单纯 调和 ,因而 五 天” 必 是 圭 数 量 曲率 的 Einstein 空间 ,如 果 单 纯 的 天" 是 Einstein 空 
闻 ,那么 只 能 是 : 天" 一 天 sxX 石 -4 因而 必 是 调和 的 呈 ， 所 以 单纯 的 天" 变 为 调和 的 充 要 条 
件 就 是 : 它 是 Einstein 空间 。 至 于 非 单 纯 的 天 ”, 我 们 特别 只 讨论 容 有 wm 一 3 个 平行 向 量 
场 的 天 "空间 ,而 称 这 类 天 ”空间 为 次 单纯 的 . 如 果 次 单纯 的 天 * 容 有 7 个 平行 霉 问 量 场 ， 
那 末 就 有 % 一 3 一 个 非 雾 下 行 向 量 场 , 因而 天 * 是 天 "s 的 平坦 展开 , 而 天"+s 是 了 也。 的 案 
展开 。 由 了 senhart'c 的 结果 必 有 7=3。 因 为 非 单 纯 的 天。 至少 容 有 一 平行 雪 向 量 场 ， 
因而 有 I 入 ”和 3,， 所 以 次 单纯 的 天。 只 能 有 如 下 三 种 情况 ; 

〈(i ) 7=1， 开 一 开 4:X 五 4 其 中 天 :是 普 。 的 寺 展 开 . 

(这 ) 沁 一 ， 开 " 一 开 5X 一 。 5， 其 中 开 5 是 普 。 的 雪 展 开 . 

(iii) "一 3， 开 "一 下 6X 厂 -e, 其 中 天 e 是 了 as 的 雾 展 开 。 
如 果 次 单纯 的 玉 * 是 五 K ,那么 它 至 少 容 有 二 个 平行 雾 向 量 场 ”, 因 而 只 能 有 两 种 情况 : 
六 一 2 和 =3。 我 们 先 证 明 容 有 二 下 行 雳 向 量 场 的 次 单纯 的 开 。 只 当 它 是 Einstein 空间 
时 才 是 再 和 的 ， 必 要 性 是 显然 的 ， 只 要 证 明 充 分 性 就 够 了 , 因为 五 玉 ” 的 平坦 展开 还 是 
五 玉 "m， 所 以 只 要 证 明 容 有 二 平行 霉 向 量 场 的 Einstein 的 天 5 是 五 K5 就 够 了 。 

实际 上 , 若 开 5 容 有 二 在 行 霉 向 量 场 , 那 么 ,在 适当 坐标 系统 下 ;其 线 素 可 化 为 

ds2 一 adz2? 十 Bao2 十 ydz2 十 2Xdzcaoy 十 20Goaz 十 2xdzdz 十 20cadi 十 200dw， 

其 中 ay 6, 7， 和 X,， 12 仅 是 z, ,2 的 男 数 , 求 出 95 的 逆 张 量 是 


0 0 0 工 : 
0 0 0 
[gg]=|0 0 六 和 04. 
1 0 头 和 学 
[0 1 六 沁 








在 这 坐标 系统 下 ,二 平行 向 量 场 有 支 量 (0, 0, 0, 0, 1) 和 (0, 0, 0, 1 0) ， 所 以 邦 , 7 大 
中 ,只 要 有 一 个 指标 等 于 4 或 5 时 ，Ex 就 等 于 才 。 如 果 对 于 任意 向 量 X, 革 
7 一 及 NXP 和 2， (4.2) 
那么 从 (4.3 了 ) 易 知 , 所 有 7， 7T5， Ti， 72，72，73， 73 一， 2，…，5) 此 等 于 雾 , 如 果 五 5 
是 Einstein 空间 ,那么 由 有 =0, 易 知 已 ws=0, 因而 有 Z3=0, 这 样 一 来 ,方程 
| 一 0 | =0 (4.3) 





we ee ee ee 
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的 特征 根 p 都 等 于 雪 , 因 而 下 5 是 五 开 s . 

下 面 我 们 要 证 明 容 有 三 个 平行 雳 向 量 场 的 次 单纯 的 开 ” 必 为 五 玉 "。 实 际 上 ,只 要 证 
明 容 有 三 平行 堆 向 量 场 的 下 se 必 为 五 Ke 就 够 了 . 

当 开 e 容 有 三 平行 雾 向 量 场 时 ,在 适当 坐标 系统 下 ,其 基本 张 量 和 其 着 可 化 为 : 


4 ji 7 0 | 7 
=| -一 -一 |， wm%=|- 一 一 |， (4 
T ;0 7 | 4 


式 中 4 是 三 阶 方 阵 , 并 是 么 阵 ， 从 上 式 经 计算 ， 易 知 所 有 7 ，7 TS，7 3 73 了， 了 7 
75， Te 一 IT, 2，…，6) 都 等 于 雾 ， 因 而 方程 (4.3) 的 特征 根 都 等 于 雳 , 所 以 这 个 玉 s 必 是 
五 下 s。 联 合 上 面 千 果 , 得 到 

定理 7， 次 单纯 的 天 "空间 当 且 只 当 它 是 至 少 容 有 二 平行 雾 向 量 场 的 Einstein 空间 
时 才 变 为 互 天 “ 

我 们 容易 推广 上 面 的 定理 到 一 般 的 情况 , 而 有 

定理 8 广 (2>1) 雾 展 开 的 开 2-i 当 且 只 当 它 是 Einstein 空间 时 才 变 为 五 玉 *。 

定理 9， 挛 , 雾 展开 的 天， 必 是 五 天 “. 

最 后 精 果 是 Walker 定理 (14.2) 的 一 般 情 况 . 
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CHARACTERIZATIONS OF CERTAIN 大 * -- SPACES 


LIANG YoU-DONG 


(Fag-Tan Tonioersit) 
ABSTRACT 


A 开 。is a Riemannian mn%-Space whose curvature tenSor Satisfies 


忆 xexxi 十 有 ex 十 互 ez 一 0， 
and 尼 ix 一 2 
OF 忆 ， 久 杆 - 0 、 


Where ” ji 8 vector field. Thbe purpose of this paper ji to 外 ve Some characteriza- 
tions of certain 天“-spaceg.。 We prove the following theorems: 

1，JIn all 天 -SpaceS other than a Hat extension of >，the Ricei tensor 五 
is given by 

有 Ru 一 Ph 

where p ji a scalar and Nm 8 a null parallel vecetor field.， JIn such a space， 五 jj 
given by 玉 5 一 pxixi， 计 and only 计 xi is aa noll Vector. 

2、”% jg the plane generated by 了 过 and only 计 the rank of Ri is 1 and 知 
i8 a Dul Vector. 

3.The necessary and su 人 fcient condition that a 站 。be a conformally flat 
天 -Space is that the Riemannian curvature is given by 

Ruzxz 一 SC9uNx 一 ghj 十 gap 一 go 和 wa)， 

Where s jg a scalar and xi jg a null parallel vector field. 

4.，A_ conformally fat space js a 天 "一 Space 让 and only 放 让 admits a nol 
parallel vector field. 

5 A 天”*-Space is a Subprojective Space 证 and only 让 过 is conformally fat. 

6 和 A 天 -Space which admits mn 一 3 indqdependent parallel vector field is a har- 
monice Space 计 and only 这 让 让 an Einstein Space Which admits at least two 
null parallel vector fields. 

7.A 天 2，:-Space which ijig null extension of 六 (2>1) is harmonie 让 and 
only 让 it is an Einstein :Space. 


8 了 Every 天 2,-Space which is null extension of 三 ， is harmonie. 
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关于 画 数 正规 族 论 中 蒙 德 耳 - 密 朗 达 图 属 * 


知 庆 来 
《中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 
3 全 
于 1933 年 前 后 ,过 德 耳 氏 数 度 揭露 他 和 久 已 感觉 是 正确 的 且 便 被 攻 研 而 未 经 证 明 的 一 
个 正规 定 旭 "…“"”。 在 最 简单 的 形状 下 ,命题 可 述 如 : 
定理 工 . 区 位 圆 内 全 纯 的 画 数 族 ,车 每 画 数 不 取 值 0 且 其 任意 一 级 友 的 和 数 "不 


-对 于 求证 | 奈 沁 利 炳 氏 的 亚 纯 西数 理论 显示 出 一 自然 的 途径 。 惟 有 一 困难 存在 ,为 某 
原始 值 的 消去 . 布 乐 Bureau) 氏 有 深入 的 探讨 , 亦 只 获 附 有 条 件 的 车 果 . 于 1935 年 密 朗 
达 氏 始 克 服 了 困难 而 欠 出 一 个 有 决定 性 的 证 明 ”。, 他 利用 三 个 预备 定理 与 四 个 引 理 ， 以 
避免 所 言 原 始 值 之 出 现 , 实 著 巧 思 , 但 演 证 甚 繁 长 。 未 几 伐 理 隆 氏 在 其 著作 论 亚 纯 夯 数 
与 其 筷 数 的 例外 值 “” 内 ,建立 了 一 个 界 围 定理 , 类似 著名 的 灼 特 基 (Sehottky) 定理 吕 , 于 
是 定 则 工 复 可 自 此 简易 地 导出 。 然而 伐 氏 得 其 定理 , 仍 基于 密 氏 所 用 原则 ,全 部 演 证 之 笨 
亦 未 减少 ,而 龙 关 重要 者 :所 求 出 关于 西数 的 团 界 ,其 精确 程度 距 期 待 者 傈 甚 远 , 固 然 此 千 
果 人 能 以 米 钩 (Milloux) 氏 法 ”简化 之 ,有 如 伐 氏 所 揣 夺 者 , 但 米 氏 法 涉及 非 欧 几何 的 概 
念 , 不 合 于 避免 超然 性 之 理想 , 且 如 是 处 理 , 则 演 证 更 显 繁 效 了 . 

在 此 ， 我 们 应 用 一 个 原 旭 上 与 密 伐 二 氏 法 授 异 之 法 给 出 一 个 简单 的 新 证 明 。 对 于 造 
成 问题 的 主要 困难 之 原始 值 ,我 们 先 矿 其 出 现 ,， 然 后 再 实行 消去 之 。 至 于 丁 数 的 圈 界 , 则 
我 们 直接 求 得 者 即 已 达 于 理想 的 精确 程度 , 邹 与 见于 灼 氏 定理 中 之 最 佳 圈 界 比较 ,可 请 同 
等 精确 . 

于 界 围 定理 外 ,我 们 傈 证 明定 理 二 , 介 完 成 定 旭 工 相关 的 圈 属 ,我 们 名 之 为 蒙 德 耳 - 密 
朗 达 圈 属 。 最 后 我 们 将 此 圈 属 的 车 果 。 推广 及 于 一 较 普 泛 而 疼 显 重要 的 情况 内 . 


LI， 预备 的 叙述 与 引 理 


。 于 后 需要 我 们 全 经 证 明 的 一 个 引 理 “…” 稍 较 普 泛 于 布 乐 氏 者 ,其 命题 为 
引 理 工 . 二 3 是 于 0<7<< 革 站 对 条 的 正面 数 寺 &aA7 ) 是 在 同 区 间 内 不 寺 长 的 


江 和 on +elog LU ( 情 ) (1 工 ) 





1 
民 一 个 
于 0<syros7r< 民 < 工 成 立 ， 则 于 ro<7< 工 有 不 等 式 





”本 西 女 稿 成 于 1958 年 “七 一 "前 , 便 以 之 为 向 党 的 献礼, 载 于 “中 国 科 学 ”。 
力 亦 导 为 导 来 本 数 或 导数 ,后 老 蛮 简 而 音 消 ,但 于 意 党 未 当 ， 
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U(r)<4a(r) 十 Blog [ (2) 
4 与 了 为 仅 依 于 与 “之 数字 常量 . 
依据 此 引 理 条 可 证 明 下 述 者 : 
引 理 2，U(r) 与 atr) 为 定义 如 上 的 本 数 ;六 , 在 2 为 一 正 整数 并 1 与 。 有 上 之 意义 
时 ， 不 等 式 
UI(wW<- 二  : TEN re ar)+ilog ua 多 ICB)] (3) 
于 0 过 yo<Y 志 只 一 工 成 立 , 则 于 yo< 一 工 有 不 等 式 
IT(r) < -4a(r) +Blog 了 |， (4) 


4 与 召 为 仅 依 于 ! 与 “的 数字 常量 . 


诚然 ,从 不 等 式 ( 3 ) ,可 导出 
log U(r)<ar) 十 30 十 c 十 (2 十 1)log 





7 +log logI(B)。 (5) 
授 用 引 理 工 于 夯 数 log ZT, 旭 由 此 式 推 得 
logU(r) 二 机 [ea(r) 十 85 十 中 十 Blog 械 生 . 
若 锌 4:(30 十 c) /log 2 十 瑟 :=8 ， 则 可 韦 
logU(r)<c(r) 十 Brlog 4 (6) 
计 及 关于 <(r) 的 假发 , 复 有 
log U(B) 一 4ica(r) 十 B 





2 
log 本 二 丽 


现 将 此 团 界 代 X( 3 ) 并 取 届 =r 十 喜人 圭一 人 )， 我 们 立即 得 不 等 式 (4 ). 
附注 .我 们 可 证 明 : 巩 *< 了 < Ri(R:> 了 而 在 (1) 与 (3) 式 中 代 -一 以 证 -， 
则 在 (2 ) 与 (4 ) 中 易 本 ”为 - 疡 。 两 引 理 仍 正确 . 


2. 在 推广 的 定 旭 的 证 明 中 ,我 们 将 用 到 蒙 德 耳 氏 的 一 个 辕 果 [1L，2] ,， 切 述 之 如 下 : 
蒙 德 耳 引 理 . 珊 有 在 一 域 了) 内 的 全 炖 夯 数 族 (Yi) 而 发 其 每 本 数 jz) 于 〈D) 内 只 


全 @ 全 7 肆 1 





算 ， 


IIL， 者 转 定 理 


3. 我 们 要 建立 的 主要 定理 可 表述 如 次 : 
定理 了 I. 命 jz) 让 内 全 和 纯 的 画 数 ; 车 它 于 其 内 不 取 值 0, 且 其 任意 一 





天 
人 
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logM(r, 户 < 了 [Gogl7GD)H+lg|- 直 |)+Klog 了 2 |， 《7) 
其 中 五 与 环 为 仅 依 于 大 的 数字 常量 7 


攻 遇 fr(0)0; 


or 7 一 1 了 x+1) 
了 = 天 了 GT 3 














由 是 立即 导出 
m 人 r， 下 <m(r 克 )+mr 二 )+mr， 贡 )+log2. (8 ) 
置 六 (r， 旋 一 mm(r， 力 十 ma(r， 子 ) 并 引用 久生 Jensen 到 式 于 上 式 右 喘 之 第 三 项 , 且 
计 及 关系 
Pr, 力 =2m(r, 子 )+log|7(O)|， (9) 
有 不 等 式 
rtr, 记 <2m 人 r， 闻 -)+2m(v， 刀 )+2 2m (， -和 =T 儿 
+2log| 世 训 二 |+log|7(O)1+2log2， G0) 


请 界 围 此 式 的 右 端 。 于 其 首 二 项 ,我 们 只 需 拨 用 熟知 的 不 等 式 
mr， 好 )< 汪 +B log 二 十 Culog 太 (po， 方 ， (0) 


4 Bx 与 Cx 为 仅 依 于 的 数字 常量 。 至 于 其 第 三 项 , 我 们 可 以 裕 之 步 骏 长 化 之 : 逐 由 下 

珑 松 (Poisson) 公 式 我 们 明确 地 求 出 不 等 式 
2m(r， -大 二 - 启 一 )<21log 2 十 4log 7 

(<< 玉 <p<< 二 )。 (12) 





十 21log 攻 (RD 一 1)， 





献 化 其 未 项 使 仅 依 于 而 与 fo 无 涉 。 因 

(BR jw 一 人 <2nm(BR, 7 一 T+log|-ar0- |， 

本 AT 时- 一 ) /2,， 可 求 出 

21og 玉 ( 甩 ， 一 一 嫉 <21og 加 ( 玉 ， hmta 闸 ya 证- 村 |+ 








+log 一 二 lg 及 (p， 用; 





因 之 得 
| (e+1) , 1 1 
2m(r, 餐 7 )<MX+21oglog| 7aOI | +5log 2 


其 中 )x 与 从 是 数字 常量 仅 与 上 有关， 
| 最 后 一 式 之 末端 郎 为 所 求 的 围 界 。 于 是 式 (10) 的 整个 右 端 的 长 化 大 体 完成 。 所 应 更 











二 十 3log 六 (p, 轧 ， 








1 此 粘 果 合 摘要 载 于 科学 刀 录 1958 年 第 2 和 餐 第 6 期 。 
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进 寻 求 者 仅 为 其 形 之 简化 . 
请 注意 


2 log| om(0) -1 十 2l0glog| -ar 二 工 | <210g|y7o (0)1 十 2log 2， 


并 消去 .Fo2(0) 。 全 和 生 和 沁 二 生生 我 们 可 利用 不 等 式 
(jb) (kb) 
》 闻 -)<m Cr ， 了 

















了 FOOD 
并 号 


log|7o(0)| <log|7(O)1+log| 妆 < |， 


(0) 
则 准 此 及 不 等 式 ( 芋 ) 便 可 使 产 * (0) 值 消逝 。 
如 是 化 演 ,不 等 式 (10) 最 后 可 呈 下 形 : 


rr, 亡 <4log|f(0O) | 二 log TD|+Blog 二 1 -过 二 COxlog 太 (p， 门 ， 


4 Bx 与 Cx 为 仅 依 于 灶 的 数字 常量 …. 
于 此 式 施 以 引 理 1, 便 有 


PCr, 户 < 瑟 (log|7(O)1+log| Froy|) 十 Exlog 
且 以 更 强 的 理由 有 
mr, 力 < 也 (log|7(D)1+log|- 了 aror|)+Eslog 开 2 
于 是 根据 已 知 不 等 式 
log Mr， 力 < 了 肝 主 一 (BR 六 <R<DTD， 
而 取 玉 =* 十 代 一 ) /2， 可 导致 
log Mr, 旋 < 了 [及 (iogl7(0)1+lg|-as5or|)+RRlog 了 2 








必 
二 一作 











(13) 


(1 


(15) 
0 


LI) 


至 此 , 问题 只 在 消去 原始 值 广 " (0) 。 集 | 产 …(0)|>1， 则 式 (17) 可 立即 号 为 式 


《7 ) 的 形状 . 今 论 其 相反 的 情形 , 


发 | 六 0)1<1 于 圆 |z | 一 (< 力 之 周 上 ， 取 画 数 , 败 2z) 的 模 达 于 梅 大 之 一 点 


《一 "cx ， 而 区 别 为 两 种 情 殉 花 之 。 


第 一 种 情况 : 对 于 0 牛 径 上 之 每 点 有 | Joz) |<T 将 Jr oo 了 帮 沿 此 线 


段 由 0 至 其 上 任 一 点 > 表 求 积分 有 
| (2) | | 二 | Po(0) 十 上 下 kt+D(2)Gz 二 | Foxz)(0) 十 十 
[Je 去 | .Per52(O) 十 | 产 9 9) | 十 1 


闪 


17G1I<17(DI+ 守 17o(O)1+1. 








1) 于 后 我 们 以 4 By CE BE， 五 玖 5 … 才 同性 质 之 量 。 


\18) 


(19) 


了 
Eee 
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特别 地 ,我 们 求 出 
log| CO)1<log|7(O)1+ 袜 log| oO)|1+logGh+9) 
按 关 于 《 的 假 届 并 消去 雍 Po”(0) 值 如 前 , 旭 此 不 等 式 可 号 为 
log Mr, 门 <( 必 二 HTDlog|y(0) | 十 衬 m(r， 人 )+log (6 十 2). 





从 而 导出 
mr, 门 <4Qu 十 下 log -二 +Chlog mp 用 ， (20) 
此 处 我 们 车 
cu=logl7(O)|+iog|-5 | 
于 是 施用 引 理 工 于 (20) , 可 得 
mr 门 < 万 Oo 二 Elog 


而 通过 不 等 式 (16) , 即 达 于 式 (7 ) 
第 二 种 情况 : 在 以 绕 恨 上 有 一 点 或 若干 点 使 | Js2(a) | >1， 命 aa 一 roee 为 此 点 或 


此 等 点 之 最 近 于 原点 者 ， 置 





2 
二 一 人 () 


z 一 加 十 代 一 ro)， (22) 
## 


7F(2) = 天 ef[a+GL 一 ro)2]， (23) 


( 
当 了 =|z| 自 > 变 至 1 时 ,点 乡 描 画 出 单位 圆 , 且 我 们 可 脸 明 在 此 圆 内 画 数 R(2 ) 不 
取 值 霉 上 且 Fo(G) 不 取 值 T,， 然 姑 不 等 式 (17) 适用 于 王 .。 因 
1 
有 (0) -7 co) ) 
与 
| FDC0) | = (一 ro) | .Pr (zo) | << 工 一 ro， 


不 等 式 (17) 于 此 呈 下 之 形状 : 


工 ) 六 7/ 1 2 
log 1 (R, 玉 ) 二 一 一 六 二 过 | 了 log| 太 (zo) | 十 五 z log 一 一 一 二 二 一 十 ENlog -三 |， 


特别 地 , 若 以 Re” 表 圆周 | 和 | = 玉 上 相应 于 Ye” 4 


| 1 ] ， 1 二 ) 人 ) 2 
log| 环 (Ree) | 天 本 二 六 | 承 log|7(o) | 十 国 log 工 二 元 十 开 t 10g 十 一斑 | (24) 


我 们 不 难 察 知 点 《 的 模 大 于 相应 点 Res 的 模 ,因此 于 >>re 可 写 
log|y7C)|< 了 | 防 logl7Gco1+E8iog 了 |. (25) 


现 请 消去 值 f(zo) . 通过 画 数 产 *, 产 2 岂 等 治 久 从 0 至 ?或 至 za 的 逐次 积分 ， 
刚 求 得 








Jeo1<17(D1+ 衬 |7o(0)1+L。 
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以 此 团 界 代入 (25) 并 消去 诸 j"(0) 值 , 郎 有 
log Mr 旋 < 了 [| 瑟 '+Dlogl7(O)1+ 琴 衬 m(r， 好 )4 瑟 lg]， 
因 式 (并 ) 之 形 可 化 为 
， 工 
mr， 好 -)<4+ 妈 iog| [+ 有 log -二 二 COxlogmp, 旋 ， (1) 


上 式 可 呈 砍 形 : 


党 1 
log Mr 方志 


二 、 本 
二 -| woo+R log 一 十 yalog log M(py |， (26) 





于 是 应 用 引 理 2 即 得 一 形 为 (7 )' 而 于 >ro 有 效 之 不 等 式 . 复 因 log Mr, 尹 为 一 增长 
国 数 ， 此 不 等 式 于 六 < Yo0 仍 成 立 、 只 需 于 必要 时 加 强 甚 系数， 
定理 II 于 是 放学 . 


II， 和 定 则 工 的 泪 证 与 它 的 殉 广 泛 的 形状 


4. 根据 定理 工 , 我 们 易于 证 明定 旭 I. 诚然 ,起 任意 答 与 所 坝 丁 数 族 (Y) 中 之 一 个 无 
宕 序列 【7 ; 若 计 数值 户 (0 ) 有 一 异 于 雾 的 有 帘 聚 值 ， 即 极限 值 yo, 则 我 们 可 自 是 抽出 


一 序列 {7。.(0)》 收 钴 于 ys。 于 是 引用 定理 II 于 颖 醒 数 /..(2), 旭 有 
log Mr, 记 )< 工 [Elogl7。 (0) | +log| Or | ) 二 Rslog 寺 2 ]。 (27) 


当 ww 一 co 时 ， 量 





lagl7(0)1+log| 07 | 


是 界 团 的 。 以 (C,) 表 圆 |z| 二 r， 可 见 旗 夯 数 .je.(z) 是 均等 界 团 于 〈C-) 上 . 由 是 本 竺 断 
序列 《jw 于 其 上 为 正规 的 ， 然 剧 《fo 必 能 产生 一 序列 一 致 收 然 于 圆 \C.) 上 ， 

今 若 诸 . 刀 (0) 只 能 有 无 容 为 其 极限 , 则 我 们 可 于 其 中 抽出 一 序列 {jfw(0)) 收 后 于 ce。 
于 是 我 们 就 《fy 褒 之 。 置 gw(z) =1/Afw(z)， 而 号 





JJ (2) 一 .jw 《0) 十 Gmr (2) 《28) 
则 pvw(z) 是 于 单位 圆 内 全 和 纯 的 画 数 . 命 Mr, y) 表 9 在 (C-) 止 之 最 大 值 * 则 有 
wwG1< (29) 


| .jw(0) 一 Mr yo) ” 
据 此 ,可 制 断 (yw)} 一 致 收 合 于 雾 , 因 之 (jw) 一 致 收 佑 于 常量 无 罕 . 

最 后 , 若 广 (0) 攻 值 仅 有 值 雾 为 极限 , 我 们 亦 可 以 类 似 用 于 上 情况 之 法 ,证明 能 有 一 
序列 (jp E( 户 }》 一 致 地 于 (C,) 上 多 于 圭 . 

然 旭 画 数 族 () 于 (C.) 上 为 正规 的 ; 由 此 即 足 照 寻 常 的 方法 推断 它 在 单位 贺 内 为 正 
规 的 , 

5， 定 则 I, 我 们 条 可 鞭 之 于 次 述 形 状 下 . 

定理 工 ， 凡 在 一 圆 〈C) |z| 天 玉 内 为 至 纯 的 夯 数 族 ， 其 每 画 数 ] 不 取 一 值 < 且 了 的 


“ 差 通过 变数 与 画 数 的 变换 
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z 一 BRG 与 页 (2) = 大 2 寺 生 ， (30) 


朗 可 将 命题 工 导 于 命题 
6. 依据 定理 工 ， hesrvammengn 


通 的 定理 [L， 9]， ie (人 ) 在 ( 忆 ) 内 是 正规 的 。 


IV.， 定 则 工 相关 圈 属 的 补充 定理 
7. 关于 不 可 能 性 的 定理 ， 我 们 有 





是 关于 一个 在 至 茸 上 年 邯 的 夯 灶 7/ ) 人 在 [7， 


Try 力 <WGry 用 +N(r， 7)+N(r， TH+Sen 月 ， (81) 


和 


Sr, 力 <6log 志 +log|J(O)|+log|y7oo(O) | 和 Er|+ 





+ 4 十 Blog 了 十 下 log 七 十 及]og 一 十 Crx log 古 (p 放 ， 


式 中 若 表 j/ ae ae |coy al， 
|sey 在 及 |0, 寻 . 至 4x，Bx，…，Cx 系 仅 依 于 大 的 数字 常量 ， 

在 此 我 们 第 一 有 WGr,j =0。 假定 命题 中 的 两 种 情况 同时 出 现 , 则 上 式 所 合 之 其 他 
两 个 密 指 标 亦 将 消灭 .又 我 们 易 明 若 了 的 级 为 有 穹 , 则 于 人 >co 有 

SSxz(7， J) 一 Oog 站 ) ， 
而 在 无 宕 级 的 情况 , 则 除去 可 能 存在 的 总 长 是 有 穹 的 一 序列 区 疗 外 ,有 
Sxzy 力 <OUogGrTGr， 旋 让 。 

据 此 ,从 不 等 式 (381) 导 出 


lim 和 Cr， 力 一 co (32) 


》 


Sogr 


而 可 断定 j 应 为 一 多 项 式 。 但 欲 一 多 项 式 同时 满足 于 上 指出 的 两 种 情况 ， 除 它 退 化 为 一 
常量 外 , 旭 不 可 能 ,定理 以 明 。 

附注 。 于 定理 II, 我 们 售 给 出 与 波 菜 耳 (Borel) 氏 关 于 上 比 卡 尔 定理 的 初等 证 明 类 似 
“3 的 证 明 , 攻 获得 此 定理 的 几 个 推广 [7,c] . 

8.， 现在 我 们 再 证 明 一 个 所 谓 广 亦 定 理 (thtoreme d'extension), 相当 于 著名 的 郎 道 
(Landau) 定理 


定理 IV. 命 fj 2) 为 在 原点 邻 域内 全 纯 而 展 成 航 数 


| j(z) 一 co 十 ciz 十 ca22 十 … (co ol， cx 夫 0) 《33) 











TI 
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的 本 于; 本 才 有 ng 了 不 取 值 雪 , 井 其 任意 一 极 丰 的 和 数 . 产 ” 不 取 值 1. 若是 旭 在 以 0 





站 于 5 友 其 | Qu=logla| +log| 过 | (34) 
成 立 ， 式 中 C 与 入 是 仅 依 于 大 的 数字 常量 ;或 者 ， 在 下 述 两 情况 必 居 其 一 


生地 于 (C) 内 失 其 至 纯 性 ; 


2 j 在 (C) 内 取 值 0 或 7 取 值 芋 . 

耳 ， 假 吉 /于 (C) 内 为 至 纯 的 , 且 了 及 /一 1 于 其 内 均 取 值 零 ; 我 们 只 需 就 > 的 
情 驶 花 之 。 试 从 布 乐 氏 恒 等 式 出 发 ,如 在 3 节 演 之 ,但 于 此 式 (1) 不 适用 。 我 们 代 以 易于 
自 下 达 松 公式 导出 的 不 等 式 


mr， 垃 二 一 产 )< 人 + 入 了 log 二 十 且 区 
假 访 cx 地 0， 我 们 如 是 求 出 
Pr, 尹 <4(oo+log | 寺 -| +log 二 ) 上 + 到 log -2 _+OUlogF(p, 力 。 (36) 
| 己 太 十 卫 才 : P 全 
授 用 引 理 2 于 此 不 等 式 : 且 计 及 有 关 的 附注 , 则 有 


< 十 Celog 太 (p， J) 《Fr<p 二 玉 ) 。 (35) 





























Fr 用 < 承 (Qu+ log | 江 -|+log 工 )+Eilog -2 ， (37) 
因 之 更 有 
mr, 力 << 丽 (oo+log| 二 二 |+g 划 上 了 Mg- 如 (38) 
如 在 定理 I 工 消去 c*, 则 达 于 不 等 式 
lg Mr, 请 < 有 | 也 (ou+lg> 工 ) 上 十 KR log 站 (39) 
试 取 r 一 习 并 注意 尽 >1; 车 是, 则 有 
log M( 子 ，7)<40u 上 + 了 B， (40) 


4 与 妃 为 仅 涉 及 大 的 二 数字 常数 . 
他 方面 , 哥 西 积分 葵 我 们 以 


log| 7(O) |<log Mr( 写 ，7) 一 log 己 . (Gd) 
于 是 ,由 不 等 式 (40) 与 (41) 立即 导 出 不 等 式 (39) 


V， 于 矿 取 值 1 至 多 9 次 的 情况 的 推广 
9 推广 定理 开 , 有 
定理 Y. 命 (2) 为 -个 在 单位 圈 内 全 条 的 画 数 ,而 屋 它 不 取 值 零 且 其 任 -- 般 站 2 


手 |z|=r(<1T) 有 不 等 式 


log 芷 avUARRERNAAE (42) 





Ce 


rr 
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2i-log17(O)| +log| 了 6y | +log 可 ， 
如 与 刁 是 于 9 外 仅 依 于 上 的 数字 常量 ， 


仿 定理 I 的 让 明 之 首 段 演 论 , 可 寻 得 不 等 式 
Pr 力 <2mfr， 万-)+2m(r 三 )+2 2m (r，- -证 )+2N(r， 了 十 





十 2]1og 





Ag 二 | +log|7(O)1+2log2. (43) 


我 们 于 其 右 端 前 二 项 长 化 之 如 (10) 式 者 ; 炎 于 其 第 三 项 旭 应 用 较 奈 氏 引 理 所 葵 与 之 
式 为 佳之 不 等 式 
1 


人 en | 工 
my， 大)<12 二 4log log 7 |+2log 了 





十 
+3log 7 +41logm(p, 让 (44) 


(0<r<p 志 十 ) 
以 界 围 之 ,更 进 对 于 第 四 项 , 则 我 们 有 
1 


N(r， -< log 避 。 
如 是 演算 才 消去 产 "0)， 则 我 们 便 能 由 式 (4) 引导 至 不 等 式 





Pr, 力 <a+(28+Dlog|7(0)1 十 2log| -FarOT |+glog 元 + 
十 2]1og 二 十 Belog 二 Culog 矿 (o， 力 . (45) 
今 若 援 用 引 理 I 于 此 式 , 凤 得 


六 志 W 工 1 1 2 
4， 力 ) < 瑞 (log|J (0) | 十 log Tar(0) +log 本 +log 过 ) 上 十 玖 、 log 二。 (46) 


于 是 问题 成 为 消去 . 产 ” (0) 。 而 演 证 可 如 在 定理 工 中 推进 . 
10. 依据 定理 Y 甚 易 证 明 次 列 正规 定 则 : 
定理 VI. 凡 在 单位 圆 人 jz)， 且 其 任意 -一般 7 








但 我 们 依据 定理 工 , 工 借 助 于 驼 德 耳 氏 的 一 个 普通 定理 [1 ,0] , 向 可 证 明 较 普 泛 的 定 
划 如 下 : 
定理 VI'. 凡 在 一 通 域 (D) 内 全 纯 的 画 数 jz) , 若 它们 不 取 值 w, 上 且 其 任意 一 级 民 的 


诗坛 于 所 坑 ($) 中 任意 地 取 一 上 型 3; 请 证 由 此 序 为 我 伯 站 能 抽出 一 太 列 一 致 收 
多 于 (\D) 内 ,过 所 指出 的 索 德 耳 氏 的 辕 果 我 们 可 求 得 一 序列 《je E (fo 并 至 多 在 (CD) 内 
的 2 个 点 引 (I= …，9) 使 得 若 以 每 @ 点 为 心 作 一 任意 小 的 圆 \cj)， 则 谐 西数 . 亡 . 各 有 
一 雪 点 于 每 圆 c,) 内 而 于 其 外 无 他 雾 点 . 

请 以 (D') 记 (D) 之 转 线 及 (c)) 弯 圆周 所 范围 成 的 区 域 ， 准 定理 工 序列 所, 在 (Z) 内 
是 正规 的 而 能 产 出 一 子 序 列 一 致 收 铭 于 (2 ) 内 ，, 由 是 可 钊 断 () 在 (CD) 内 是 正规 的 ,但 镭 
(cj) 圆 之 后 径 可 任何 小 ,是 知 在 (了 D) 内 ,至 多 除去 9 点 ,\) 是 正规 的 . 换言之 , 序 \3) 在 (D) 








1 期 能 庆 来 : 关于 本 数 正规 族 论 中 蒙 德 耳 - 密 朗 达 图 属 85 





内 为 角 至 大 等 于 9 的 正规 族 , 今 (3) 之 各 画 数 jz) 不 取 值 雾 , 根 据 一 已 知 的 定理 ， 可 决定 
必 ) 在 (2Z) 内 是 正规 的 。 


[IL] 


蕊 .我 们 还 能 建立 类 似 III 与 IV 的 定理 ,可 以 类 似 之 法 演 之 , 花 从 略 . 
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SUR LE CYCLE DE MONTEL-MIRANDA DANS LA 
THEORIE DES FAMILLES NORMALES 
HIioNG 玫 ING-LAI 
(nsiiiat Ge Mathmatiouwes，4cademia Sinicao，PE7Nin) 
RESUMR 


Miranda a en 1935 ttabli le criteare de normalite que Montel lui avait Signal6 
et quji est conna soos Son nom-. Pour une foncetion prise de la famille de fonctiongs 
Verifiant lss conditions qarexige ce eritare，Valiron 8 donne6 par le principe qu avait 


utiljjsa Mranda dans sa denonstration uno inkcajlite qui permet de 1limiter Son 





moduojle et qui est do type de eelle de Schottky. Mais le facteur qui S y trouve 


1 
荆 一 人 
est _ affect 中 an exposant trop grand (6quivalant 8 5); il est 6videmment im- 
portant de troaver um zesultat plus prtkcis et, Si cest possiblje， un resultat comparable 
a celnji de Schctiky- TIei，nous obtenons par une mkthode tout 8 fait differente de 
eelles des denxz aateaurs prtiectdents une intkgalit6 de prtcision desirke et nous par- 
Venons an 

Theoreme- Soit 六 z) une foncetion holomorphe dang le cercle unite6; si elle ne 
Sy annnje pas et 下 sa dirivte dun ordre quelconque 8 ny prend pas la valeur 1 二， 


alors on 3a poor 0 和 Fr 一 inkgajlit6 
过 | 十 lo 
ljog 肝 (r, 矿 < 二 -| 五 (los F(0) | 十 log 





jg | (1) 





了 | 
.0) 
ou et 届 sont des eonstantes ne dependant que de 1。 
Cs thsorame iaurnit aistment une demonstration pour le eritere de Mijranda. 
Poor complitsr le eyele ceorrespondant a ee critere，que nous appelongs ceycle de 
Montel-MGranda，nous dtkmontrons encore un thtorame d'impossibilit6 et un thtora- 


me drexztiension 


Pujis noos Etendons ees rtsujltats au ca8 0 厂 ne g'annule pas，maig 产 2 prend 
la valeor 1 un nombre 人 ni de fois 
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